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Wyklad 1 (2025-10-03)

1.1 Przestrzen probabilistyczna

Definicja 1.1.1. Przestrzen probabilistyczna to trojka (2, F, P), gdzie
e () to zbiér zdarzen elementarnych

o F C 29 to rodzina zdarzen mierzalnych
W przypadku dyskretnym F = 29
W przypadku ogolnym, F musi by¢ o-algebra (definicja o-algebry: 5.2.2)

e P: F — R taka, ze
— Veer 0<P(E) <1
- P(Q) =1

-V {Ei}ien P(U?Zl El) = Zfil P(EZ)
VienE;€F
Vi,jﬁi;&jEiﬁEj:@

Lemat 1.1.1. Dla dowolnych zdarzenn E;, E5 zachodzi

Lemat 1.1.2. Prawdopodobieristwo sumy / union bound

Dla dowolnej skonczonej lub przeliczalnej rodziny zdarzen Ey, Es, ... zachodzi
P (U E> <> P(E
i=1 i=1

Lemat 1.1.3. Zasada wtaczen 1 wylaczen

Dla dowolnych zdarzen Ei, ..., E,

P(OE):XR:P(E > PENE) > PENENE) —..

{i.ive() {zpj,k}e(“;])
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Definicja 1.1.2. Zdarzenia F;, £ € F sa niezalezne gdy

P(E, N Ey) = P(Ey) - P(E,)

Definicja 1.1.3. Zdarzenia Ey, ..., E} € F sa niezalezne gdy

Yici P (ﬂ E) =[IP(E)

1#o el icl

Definicja 1.1.4. Prawdopodobienstwo warunkowe

Zdarzenie F pod warunkiem zdarzenia F

P(E|F) = P(E(E)F),P(F) >0
Jezeli E'1 F' sa niezalezne:
p(eF) = JEDE) _PE)PUE) _p

P(F) P(F)
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1.2 Przykladowe algorytmy randomizowane

1.2.1 Weryfikacja ré6wnosci wielomianéw

Mamy stworzy¢ algorytm sprawdzajacy rowno$é¢ wielomianéw F' i G. Przyktadowo
(z+ D = 2z +3)(x = ) +5)(x — 6) = a° — Ta® + 25

Dla stopnia wielomianu d, zlozonosé to O(d?) (wymnazamy wszystko i sprawdzamy wspotczyn-

niki). Chcemy sprawdzi¢ poprawnos¢ algorytmu w lepszym czasie.
Nasz algorytm:

e Wybierz r losowo (kazdy z rownym prawdopodobieristwem - rozktad jednostajny / uniform
distribution) ze zbioru {1, ...,100d}

e Oblicz F(r) i G(r)
e Jesli F(r) # G(r), to zwro¢ false
o Jesli F(r) = G(r), to zwroé true

Jezeli algorytm zwroci false, to na pewno F' i GG sg rozne. Jezeli zwroci true, to pomyli sie
tylko wtedy, gdy r jest pierwiastkiem F'(z) — G(z), a tych jest co najwyzej d. Mozemy sie wiec

spodziewac, ze prawdopodobienistwo, ze algorytm sie pomyli jest rowne

d 1

P= 7004 ~ 100

Dowdd. 2 ={1,...,100d}, E - zdarzenie takie, ze algorytm sie pomylit

P(E) = P(Algorytm wylosowat pierwiastek F(x) — G(z) € {1,...,100d})
< #pierwiastkow F(z) — G(x)

- 100d
d 1

< -
— 100d 100

Jezeli pudcimy ten algorytm kilka razy:

E; - zdarzenie, ze algorytm sie pomyli za i-tym razem (te zdarzenia sa niezalezne)

P(EN..NE) =[] P(E) < (1_(1)0>k

i€[k]
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1.2.2 Weryfikacja wyniku mnozenia macierzy

Mamy trzy macierze A, B, C' o rozmiarze n X n nad zbiorem {0, 1} (arytmetyka mod 2). Chcemy
napisaé¢ algorytm sprawdzajacy

ABZC
Normalne mnozenie dziala w O(n?)
Nasz algorytm:

o 7= (ry,...,ry) € {0,1}", wybrane losowo jednostajnie

oblicz A(BT) i CT (w O(n?))

jezeli wyniki sg rézne, to zwroé false
e jezeli sg rowne, to zwroé true

Jezeli AB # C i T jest wybrane losowo i jednostajnie, to

P(A(BF) = OF) <

DN | —

Dowdd. Niech D = AB — C' # 0. Zakladamy bez straty ogélnosci d; 1 # 0

Dr=0 = ) dir=0= 7’12—52 c
o 1,1
Widzimy, ze r; musi mie¢ ustalong warto$¢ w oparciu na ro, . . ., a wiec w przynajmniej potowie
przypadkow r; nie ma odpowiedniej wartosci i A(BT) # CT. O
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2.1 Zmienna losowa

Definicja 2.1.1. Zmienna losowa przestrzeni (2, F,P) to X : Q — R taka, ze

Vecr X (F) € B(RY]

Definicja 2.1.2. Dyskretna zmienna losowa
Dyskretna zmienna losowa to zmienna losowa, ktéra przyjmuje w swoim obrazie przeliczalnie

wiele wartosci.

Przyklad 2.1.1. Rzut dwa razy symetryczna kostka
Rozwazmy rownie prawdopodobne zdarzenia elementarne Q = {(1,1),...,(6,6)} oraz zmienna

losowa X ((7,7)) := i+ j (suma oczek w dwoch rzutach).

Naturalnie mozemy chcieé¢ policzy¢ prawdopodobienistwo, ze dostaniemy sume oczek réwna a

P(X=a)= 3 P({sh
XS(E)Q:(JL

Na przyktad P(X =4) = P({1,3}) + P({2,2}) + P({3,1}) = ;’—6

Definicja 2.1.3. Zmienne losowe XY s niezalezne gdy

Vayer P((X = 2) A (Y = y)) = P(X =) - P(Y =y).

Definicja 2.1.4. Zmienne losowe X1, X, ..., X} sa niezalezne gdy

;€

iel iel
Definicja 2.1.5. Indykator zdarzenia A to zmienna losowa Y spelniajaca

v — 1 gdy A zaszto
0 wWpp.

17bior borelowski: [5.2.2
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Mamy
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2.2 Wartos$é oczekiwana

2.2.1 Definicja

Definicja 2.2.1. Wartos$¢ oczekiwang zmiennej losowej X definiujemy jako

EX]= ) z-P(X=u)
r€im X
2.2.2 Liniowo$¢é wartosci oczekiwanej

Twierdzenie 2.2.1. Liniowos§¢ wartosci oczekiwanej (wariant z suma)

Dla dowolnych X, ..., X, z ograniczonymi wartosciami oczekiwanymi

ZXi] = Z E[X;]

E

Dowdd. (n = 2)

EX +Y] =Y k-P(X+Y =k) =2 _(i+J) - PUX =) A (Y =)

IR ICEDINUET) IS IFD ¥ (> SO EY)))
D] +> B

~E[X] + E[Y]

Twierdzenie 2.2.2. Liniowos$é¢é wartosci oczekiwanej (wariant ze wspotczynnikiem)

Dla danej zmiennej losowej X oraz ¢ € R
ElcX] = c-E[X].
Dowdd. Dla ¢ = 0 oczywiste. Zaktadamy, ze ¢ # 0.

ElcX] =Y j-P(cX =)

I
N
S|
ke
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]

Przyktad 2.2.1. Niech X to zmienna losowa reprezentujaca sume oczek na dwoch kostkach.
Ile wynosi E[X]? Z definicji trudno jest to policzy¢:
1

2 1
EX| =2 —4+3- —=+..4+12.- —==T.
X] 36jL 36+ * 36

Z tw. o liniowosci wynik dostajemy natychmiast. Niech X; i X5 to odpowiednio wartosé rzutu
pierwszej i drugiej kostki. Wtedy X = X; + Xo.

E[X] =E[X| + X,5] =E[X;] + E[X,] =35+35="T.

Przyktad 2.2.2. Urna ma w sobie 4 kulki, kazda z ktérych jest innego koloru. 4 razy wyj-
mujemy kule, obserwujemy kolor i wrzucamy kule z powrotem. Jaka jest oczekiwana liczba
zaobserwowanych koloréw?

1, jesli i-ty kolor zaobserwowany

0

Niech X to liczba zaobserwowanych koloréw oraz X; =:

Wtedy
X=X1+Xo0+X5+X,

X; to indykatory, a wiec E[X;] = P(X;). Zastanowmy sie wiec jakie jest prawdopodobieristwo
P(X; = 1). Aby to zrobi¢, latwiej bedzie policzy¢ prawdopodobieristwo, ze kolor i-ty nie wy-
stapi, a wiec 4 razy dostaniemy jeden z pozostatych 3 kolorow: P(X; = 1) = 1— (%)4. Dostajemy

zatem

E[X] = E[X; + Xo + X3 + X4 = Y E[X]]
R
3 4
)

Przyktad 2.2.3. Mrowki chodzace po kiju

Zacznijmy od zagadki:

Rozwazamy kij o dlugosci 1m. Losowo kladziemy na niego 25 mréwek i losowo
ustalamy zwrot w lewo lub w prawo. Kazda mrowka porusza sie z szybkoscia lem/s.
Gdy mrowki sie spotkaja, odbijaja sie od siebie, a wiec zmienia sie ich zwrot. Ilu

sekund potrzebujemy, aby mie¢ pewnosé, ze kazda mrowka spadnie z kija.

Mozna zauwazy¢, ze mroéwki sg nierozréznialne, a wiec gdy dwie mréwki sie spotykaja, mozemy

pryjac, iz sie nie odbijaja, a po prostu przenikaja sie wzajemnie i idg dalej. Zatem odpowiedz

8
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to 100s.

W modelu takim jak w zagadce zastanawiamy sie, jaka jest warto$¢ oczekiwana wszystkich
odbi¢. Problematyczne w zadaniu moze okazaé sie, ze jest continuum mozliwych pozycji dla

kazdej mrowki. W rozwiazaniu jednak nie bedzie nam potrzebna ta informacja.

Niech X to liczba odbi¢, lub réwnowaznie liczba przenikni¢¢. Ponadto niech X;; to liczba
przeniknieé i-tej 1 j-tej mrowki X, ; € {0,1}. Zaktadamy, ze mrowki sa posortowane i dla i < j

mrowka i-ta jest przed j-ta. Zauwazmy, ze

1
E[Xm] P(Xm 1) = 1
a wiec
1 25\ 1
1=i<j<25 1<i<j<25 1<i<j<25 1<i<j<25
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3.1 Zlozenie wartosci oczekiwanej

Twierdzenie 3.1.1. Dla dowolnej zmiennej losowej X zachodzi
E[X’] > E[X]’

Dowad.

E[X? -2 -E[X] X +E[X]’]
E[X? -2 E[X] E[X] +E[X])
E[X?] - E[X]?

0<E[(X — E(X))?]

Przyktad 3.1.1. Niech X to zmienna losowa, P(X =n) = 55,n € {1,...,99}

99 2 2
1 1 99-100
EXP= (Y —n)| = (- —50% =2
X ( 99 ”) (99 2 ) °07 = 2500

n=1

99
| 1 99.100-199 9950
E[X?] =) —.n?=_—. = 2

[}299" 99 6 5~ 200

Fakt 3.1.1.
Elf(z)]= ) P(f(X)=2)-2= Y P(X=2)f(2)

z€im f(X) z€im X

Definicja 3.1.1. Funkcja f : R — R jest wypukla, jesli:

Vxl,meR,,\e[o,l]f()\ " T+ (1 - A) '352) <A f(9131> + (1 - )\) ) f(552)

Twierdzenie 3.1.2. Niero6wnosé Jensena

Jesli funkcja f jest wypukta i E[X] < oo to

E[f(X)]) = f(E[X])
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Dowdd. Zaktadamy, ze f ma rozwiniecie Taylora. Niech y = E[X]. Z Taylora wiemy, ze

St (@) = F0) + /0 - o g+ LD L)

> f(w) + f'(p) - (2 — p)

11
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3.2 Rozklad dwumianowy

Definicja 3.2.1. Méwimy, ze zmienna losowa X ma rozklad dwumianowy z parametrami

n,p (Oznaczana poprzez B(n,p)), jesli dla j =0,1,...,n:
P =)= (T)pa-pr
J

Jest tak, gdy powtarzamy jakis eksperyment wielokrotnie (n razy, gdzie p to szansa powodzenia)

i liczymy, ile razy eksperyment sie¢ powiodt.

Fakt 3.2.1. Rozktad dwumianowy jest poprawnie zdefiniowany

> OP(X =) = (p+ (1=p))" =1

Twierdzenie 3.2.1. Niech X ma rozktad dwumianowy z parametrami n, p. Wtedy

Dowdad.

7=0
= n! i
=D i1(n — ’)lp](l —p)"
gl =
~_ (=D G (n—3)
=np : pU (L =p)"
jzl (J = Dl(n =)
n—1
(n=1! (n—1—k)
- 1—p)
npzz: T (P
n—1
_ n—1\ p o (-1
=my (, )P"1-»)
k=0
=np
Mozna to tez zrobié¢ prosciej:
" 1, sukces w i-tej probie
X=> X, X;=
i=1 0 wpp

E[X]=E

ZX] = ZE[Xi] =Y P(Xi=1)= Zp:np

=1

12
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3.3 Warunkowa wartos$¢ oczekiwana
Definicja 3.3.1. Warunkowa warto$é oczekiwang E[X | Y = y] definiujemy jako

EX|Y=y= ) asPX=z|Y=y)

r€im X

Ponadto E[X | Y] definiujemy jako zmienna losowa taka, ze

EX[Y](y) =EX [Y =y

Przyktad 3.3.1. X, X, - wyniki niezaleznych rzutéw kostka 6-Scienna, X = X; + X

EX[X;=2]= ) z-P(X =21[X; =2)

z€([12]

Przyktad 3.3.2. X, X, - wyniki niezaleznych rzutéw kostka 6-Scienng, X = X; + X,

E[X[Xi](w) = E[X[X; = X;(w)]

I
S}

A wiec E[X|X] = X1 +3,5

13
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Lemat 3.3.1.
EX]= ) E[X|Y =y PY =y
yeimY
Dowad.
Y EX|Y =y]-P(Y=y) = (P(Yzy)zw-P(XZMY:y))
yeimY y€imY r€im X
- 3 (o 3 g poc-s iy o)
r€im X yeimY
P(X=2AY = y)>
= Z x - P(Y =vy) —
inmX( yeimY P(Y o y)
= Z z-P(X =x)
r€im X
= E[X]
O
Fakt.
E|> XY =y| =) E[X;[Y =y
Czyli liniowosé¢ zachodzi tez dla warunkowej wartosci oczekiwanej
Lemat 3.3.2 (Lemat Syntaktyczny).
EE[X [ Y]] = E[X]
Dowad.
EELX | Y] = 3 BIX|Y =y P(Y = y) = E[X]
y€EimY
O

14
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3.4 Proces galazkowy

Zaczynamy od programu A, ktéry n razy probuje stworzy¢ kopie siebie z prawopodobieristwem

p. Nastepnie, kazda utworzona kopia powtarza ten sam proces.

Przyktad dlan =3

Jaka jest oczekiwana liczba wszystkich odpalonych programow?

Y; - liczba programoéw w i-tym pokoleniu

Yy = 0, Y} ma rozktad dwumianowy z parametrami (n,p) = E[Yi] =np
Yi—1
> ZiYi =y
j=1

o] Yi—1
= (P (Z Zj =AY = yz-_l)
=0 j=1

EYilYii =yia] =E

=0 j=1
Yi-1 Yi—1 Yi—1
=E|> 7| = > ElZ] =3 np=yianp
j=1 j=1 7=1

Teraz, dowodzimy indukcyjnie, ze E[Y;] = (np)’
E[Y;] = E[E[Y;|Yi-1]] = E[Y;-inp] = npE[Y; 1] = np(np)~" = (np)’

A nastepnie obliczamy wynik:

E ZY ZE[YA =Z(np)"

1
1—np

wartosci oczekiwanej, poniewaz liczba programow ro$nie do nieskonczonosci.

Widzimy, ze dla np < 1 warto$¢ oczekiwana wynosi , a w przeciwnym przypadku nie ma

"Wedtug Micka mozna to zrobié, o ile prawa strona réwnosci jest zbiezna

15
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3.5 Rozklad geometryczny

Definicja 3.5.1. Méwimy, ze zmienna losowa X ma rozklad geometryczny z parametrem
p € (0,1)jeslidlan >0
P(X=n)=1-p)""p

Twierdzenie 3.5.1 (Lemat 2.8 P&C). Rozktad geometryczny jest bez pamieci tzn. jesli X

ma rozktad geometryczny z parametrem p to
Vor :P(X=n+k|X >k)=P(X =n)

Dowaod. Zauwazmy najpierw, ze dla dowolnego 0 < p < 1 mamy

o0

Z(l—p)"z(l—p)k.l_(l _(1-p)

P 1—p) p

W takim razie

P(X =n+kAX>k)
P(X > k)
P(X =n+k)
P(X > k)
_ (Q—ptep
> k(L =p)i-p
_ (1 _ p)n+k71
Zik(l —p)

n+k—1 p
(1—p)+ = pF

P(X=n+k|X>k) =

Twierdzenie 3.5.2 (Lemat 2.9 P&C). Niech X bedzie zmienng losowa przyjmujaca jedynie

wartosci w liczbach naturalnych. Wtedy

E[X] = ip(x > n)

16
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Dowad.
SRz =3P =k
n=1 n=1 k=n
oo k
D RSN
k=1 n=1
=> k-P(X =k)
k=1
= E[X]
O
Twierdzenie 3.5.3. Niech X ma rozktad geometryczny z parametrem p. Wtedy
1
E[X] = -
p
Dowdd. Skorzystamy z twierdzenia [3.5.2]
EX] =) P(X >n)
n=1
DTS
n=1 i=n
Y-
n=1
B 1
1—(1-p)
1
p
Alternatywna metoda:
1 sukces w pierwszym rzucie
0 wpp.
EX]|=E[X|Y =0|P(Y =0)+EX|Y =1]P(Y =1)
= (1 +EX)1A—-p)+1-p
= 1+ E[X] — pE[X]
pEX] =1 = E[X]=-
p
O

17
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4.1 Przykladowe problemy z wartosci oczekiwanej

Lemat 4.1.1. H, =In(n) + 6(1)

Y
1
1%%
1
2
51
3 L %
x
1 1 1 1 1
1223332455566

1 "1
Z - = anl Z / —dr = ln(n)
i . T

1 "1
g - = Hn —1 S / —dr = ln(n)
' j . T

» = In(n) < H, <In(n)+1

4.1.1 Problem kolekcjonera kuponéw

Wyobrazmy sobie problem, ktory jest bliski wielu osobom. Probujemy przepchaé program na
satori ale jak na zto$¢ mamy ANS. Sfrustrowani zaczynamy pisa¢ wtasne testy w nadziei ze
znajdziemy przypadek brzegowy. I tutaj pojawia sie pytanie — jesli generujemy testy losowo
a mozliwych przypadkéw jest n to ile testow potrzebujemy w oczekiwaniu wygenerowaé aby

mie¢ pewno$é, ze pokrylismy kazdy przypadek?

Problem ten, jak wiele podobnych, mozemy modelowa¢ za pomoca zbierania kuponéw — mamy
ich do zebrania n a szansa na uzyskanie i-tego rodzaju jesli zebralismy juz ¢ — 1 wynosi p; =
1— % Niech X; oznacza czas czekania na i-ty kupon je$li mamy juz ¢ — 1 innych. Wtedy X =
Sor ., Xi jest tym czego szukamy — czasem otrzymania kazdego kuponu (pokrycia wszystkich

przypadkow testowych).

Zauwazmy jeszcze, ze X; ma rozkltad geometryczny z parametrem p; zatem E[X;| = — =
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n n n
1

E[X] :ZE[XZ«] :Zn_—mznzg:nﬂn:mnn+@(n)

4.1.2 Oczekiwany czas Quicksorta

Quicksort jaki jest kazdy widzi — pamietamy z ASD, Ze jego zlozonosé to pesymistycznie O(n?),
ale w losowym przypadku O(nlgn).

Twierdzenie 4.1.1 (2.11 P&C). Rozwazmy standardowy algorytm Quicksort, w ktorym pi-
vota wybieramy losowo, niezaleznie i jednostajnie. Wtedy oczekiwana liczba poréwnan wynosi

2nlnn + O(n).

Dowaod. Niech zq,...,x, bedzie wejsciowym ciagiem n réznych liczb. Niech yy, ...y, bedzie

posortowang permutacja tych wartosci.
Definiujemy indykatory dla ¢ < j; niech

x 1 jesli y;,y; zostaly poréwnane chociaz raz
i?j =

0 wpp.

. L , . —1 . . 2 ~ .
Laczna liczba poréwnaii X wynosi X = > 77 > 7 .| Xi; Oczekiwana liczba poréwnan wynosi

zatem )
E(X]=) > E[Xy]
i=0 j=i+1
Zastanowmy si¢ kiedy elementy y;,y; sa porownywane. Na pewno ktory$ z nich musi zostacé
wybrany jako pivot. Ale ponadto muszg by¢ w momencie tego wyboru na jednej liscie, ktora

jest aktualnie sortowana. Niech Y = {y;,...,y;}.

Jesli wybrany zostanie pivot ktory lezy poza ta lista, to nie dojdzie do ,rozspojnienia” tej listy

i kiedy$ bedzie mogto nadal doj$¢ do poréwnania y; z y;.

Jesli wybrany zostanie pivot z tej listy rézny od y; oraz y;, to te 2 elementy juz nigdy nie

zostana ze soba poroéwnane, jako ze beda znajdywac sie na 2 oddzielnych listach.

W takim razie X;; = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy pierwszym pivotem wybranym ze zbioru Y*/

jest element y; lub element y;.

Jako, ze losowanie jest jednostajne i w ogole, to kazdy element z listy ma doktadnie takie same

szanse na ,zostanie pivotem”. Jako, ze elementéw na lidcie jest j—i+1, to prawdopodobienistwo,

ze wybierzemy y; lub y; wynosi j—?—i—l’ czyli E[X; ;] = j_22.+1.

19
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Aby policzy¢ ostateczny wynik sumujemy sie po wszystkich parach i < j:

n—1 n 9
E[X] = L
izlj;I Joi+d
n—1n—i+1

1
I
i=1 k=2

n n—k+1 1

=22 2

"1
:2((n+1),€2%> —2(n—1)
"1
k

- ((n—l—l) >—<n+1>>—2(n_1>

= H, =Inn+ O(1) i dostajemy

Teraz korzystamy z faktu, ze > ;_, %

E[X]=2(n+1)-H,—06(n)
=2(n+1) - (Inn+0O(1)) —O(n)
=2nlnn + O(n)

20
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4.2 Nierownosé Markowa

4.2.1 Definicja

Twierdzenie 4.2.1. Jesli X jest zmienng losowa, ktéra przyjmuje nieujemne wartosci to

E X
P(X >a) < X]
a
Dowaod. Niech I bedzie indykatorem
I 1 gdy X >a
0 wpp.

4.2.2 Rzuty moneta
Rzucamy n razy monetg - zliczamy liczbe ortow.

Jak bardzo mozemy ograniczy¢ prawdopodobienstwo otrzymania duzej liczby ortow? (Jest to
troche nieformalne, nie wiemy co doktadnie znaczy bardzo ani duza liczba ortow, ale jakie$

przyktadowe ograniczenie mozemy podac)

1, orzet za i-tym razem

Niech X, =
0 wpp

E[X]=E

ZX] - ZE[}Q] — g

Chcemy ograniczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze w wiecej niz % rzutéw otrzymamy orla.

7. Markowa:
n) < ;2
—3.p 3

P(X >

o
N[OV

Intuicyjnie ta warto$é powinna by¢ duzo mniejsza (i coraz mniejsza dla wiekszych n) ale Markow

daje formalne ograniczenie (chociaz jak wida¢ dosé stabe).

21



MPI Nagranie 2 (2025-10-10)

4.3 Wariancja i momenty zmiennej losowej

Definicja 4.3.1. n-tym momentem (n > 1) zmiennej losowej X nazywamy
E[X"]

W szczegolnoscei, wartosé oczekiwana jest pierwszym momentem zmiennej losowe;j.

Definicja 4.3.2. Wariancje zmiennej losowej X definiujemy jako
Var[X] = E[(X ~ E[X])*] = E[X?] - E[X]

Czyli jest to drugi moment zmiennej X przesunietej o swoja warto$é¢ oczekiwang. Intuicyjnie
jest to miara tego, jakiego odchylenia od wartosci oczekiwanej mozemy sie spodziwac.

Operator wariancji nie jest liniowy.

Definicja 4.3.3. Odchylenie standardowe zmiennej losowej X definiujemy jako
o(X) = +/Var[X]

Przyktad 4.3.1. Niech X - stala, X = ¢ (z prawopodobienstwem 1 przyjmuje wartosé c).

Wartoéé oczekiwana X:

Wariancja:

Var[X] = E[(X ~ E[X])’] = E[(c — ¢)’] =0

Wariancja wynosi 0 i rzeczywiscie, dla statej nie spodziewamy sie zadnego odchylenia od war-
tosci oczekiwanej.

] k - ¢, z prawdopodobieristwem %
Niech Y = -

0, z prawdopodobienistwem *—=

Warto$é oczekiwana Y: b1 .
E[Y]:O-%Jrk-c%:c

Wariancja Y:

Var[Y] = E[Y?] — E[Y]? = (ke)* - % Pk = (k1)

Wiec dwie zmienne majace ta sama wartos¢ oczekiwana moga mieé¢ rézne wariancje.

Definicja 4.3.4. Kowariancje zmiennych losowych X oraz Y definiujemy jako

Cov(X,Y) = E[(X — E[X]) - (Y — E[Y])]
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Twierdzenie 4.3.1. Dla dowolnych zmiennych losowych X,Y zachodzi
Var[X + Y] = Var[X] + Var[Y] + 2 Cov(X,Y)
Dowdd. Rozpisujemy Var[X + Y] z definicji.

Var[X + Y] = E[(X+Y EX+Y])}

E[(X )+ (Y —E[Y))?]

E[(X }+E[(Y—E[Y])2] +2E[(X — E[X]) - (Y —E[Y])]
Va

r[X] + Var[Y] +2Cov(X,Y)

Twierdzenie 4.3.2. Dla dowolnych niezaleznych zmiennych losowych X i Y:
E[X -Y] = E[X] - E[Y]
Dowad.
=) D ) PX=inY =j)
g
=YD i P(X =) P(Y =)
g
= i-P(X=4i)-) j-PY=
i J

— E[X]-E[Y]

Twierdzenie 4.3.3. Dla niezaleznych zmiennych losowych X, Y
Cov(X,Y)=0

a co za tym idzie

Var[X + Y] = Var[X] + Var[Y]

Dowdd.
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O
Twierdzenie 4.3.4. Niech X ma rozklad dwumianowy z parametrami n, p. Wtedy
Var[X] = np(1 - p)

Dowdad.
Var(X] = E[X?] - (E[X])

Pozostaje nam tylko policzy¢ E[X?]

= it —J)

S IR+ Y - e
=0 /" =07

— n(n —1)p? " (n—2) P21 - )

W takim razie

Var[X] = n(n — 1)p* + np — (np)* = np — np® = np(1 — p)
Poniewaz kolejne proby sa niezalezne, mozna obliczy¢ to prosciej:

Z X,.] = Z Var[X;]

Var[X] = Var

Gdzie X; to indykatory dla kolejnych zdarzeri. Wariancja dla jednego indykatora:

'Mozemy to zrobi¢ przez m

24
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Sumujac po i dostajemy:

n

S VarlX = 31 pp = (1~ )

i=1

Twierdzenie 4.3.5. Niech Xi,..., X,, beda parami niezalezne. Wtedy

Z Xi] = Z Var[X;]

Var

Dowdd. Skoro nasze zmienne sg parami niezalezne, to dla dowolnych X; # X; mamy Cov(X;, X;) =
0. W takim razie

>
i=1

Var

=E (ZUQ - EPQ]))

i=1

= > B[ - BIX)T + D0 B — B - (X — ELG))

i=1 j=1

= ZVar[Xi] + Z Z Cov(X;, X)

i=1 j=1
= Var[X]]
=1

25
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5.1 Wstep

Na poczatek skupmy sie na prostym problemie: mamy 2 - uniwersum, oraz A C ). Losujemy

jednostajnie element x € i chcemy pozna¢ P(z € A).
Naturalnie nasuwa sie definicja

wielkosé(A)

Ploed) = wielkosé(€2)

Jak mozemy jednak zdefiniowac¢ wielkos¢? Dla |Q] < oo jest to proste: wielkosé(X) = | X|, lecz
dla €2 nieskoriczonego nie ma juz oczywistej odpowiedzi. Na ratunek przychodzi pojecie miary.
Przyklad 5.1.1. Przykladowe miary

e Dlugos¢ odcinka

e Pole powierzchni na ptaszczyznie

e Objetos¢ w przestrzeni tréjwymiarowej
Okazuje sie jednak, ze nie wszystkie zbiory mozna mierzyc¢.
Przyktad 5.1.2. Paradoks Banacha-Tarskiego

Niech S to bedzie sfera w przestrzeni tréjwymiarowej. Mozemy podzieli¢ S na roztaczne czesci
w nastepujacy sposob
S:P1UP2UP3UP4UP5

a nastepnie za pomoca ustalonych przesunieé¢ 71, 79, 73, 74, 75 dojs$¢ do
S = Tl(Pl) U ’7'2(P2)
S = Tg(Pg) U 7'4(P4) U T5(P5>

Gdybys$my chcieli mierzyé¢ objetosé naszej sfery i pozwalalibyémy na podzielenie jej na dowolne

czesci 1 wykonanie przesunie¢ doszlibysmy wiec do oczywiscie sprzecznego wniosku

Objetosc(S) = 2 - Objetosé(S)
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Widzimy, ze nie we wszystkich przypadkach intuicyjne pojecie miary jest poprawne i nie wszyst-
kie zbiory sa mierzalne. W nastepnej sekcji skupimy sie na znalezieniu zbioréw, ktére mozemy

mierzy¢ i doktadnie zdefiniujemy miare.

27



MPI Wyktad 3 (2025-10-17)

5.2 Algebra i o-algebra

Definicja 5.2.1. Algebra to takie 3 C 2 dla danego uniwersum ), ze spelnione sg nastepu-

jace warunki
e J.0eX
eccYy = Q\eeX
e By,...,E,e¥ = (J_ E,€X
Definicja 5.2.2. g-algebra to algebra spetniajaca dodatkowy warunek

B, €Y = GEZ-EE

i=1

Przyklad 5.2.1. Proste przyktady algebr i o — algebr
o ¥ =29 _ g-algebra
o ¥ ={2, Q} - g-algebra

e O =R Y ={U.,(ai,b] | a;,b; € RU{—o00,+00},a; < b;} - algebra, ale nie o-algebra,
bo np. J;2,(0,1— 1] =(0,1) ¢ =

Lemat 5.2.1. Niech  to uniwersum, a (X, )acs to o-algebry na 2. Wtedy

m Y, jest o-algebra

ael

Definicja 5.2.3. o-algebra generowana przez F C 29 to

o(F)= ﬂ{E C2Y:FCYiXjest o-algebra }

Intuicyjnie, jest to najmniejsza mozliwa o-algebra zawierajaca w sobie F'.

Przyklad 5.2.2. Przyktad o-algebry generowanej
o({la,] [ a,b € R,a < b}) =: B(R)

o(d-wymiarowe kostki) =: B(R?)

B to oznaczenie na zbiory borelowskie, ktore sa przyktadem zbioréw mierzalnych, nie majac

problemow takich jak Banach-Tarski.

Uwaga. Od teraz, gdy bedziemy moéwic¢ o R, C w kontekscie miary, mamy na my$li przestrzenie

mierzalne (R, B(R)), (C, B(C)), o ile nie jest powiedziane inaczej.
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5.3 Miara

Definicja 5.3.1. Przestrzen mierzalna to para ({2,%) dla uniwersum i ¥ bedacego o-

algebra na 2.

Definicja 5.3.2. Miara dla danej przestrzeni mierzalnej (£, ¥) to funkcja p : ¥ — [0, +00]

spelniajaca
o 1(@)=0
e Ei,E,,--- € X parami roztaczne = (U2, Ei) = > oy 1(E;)

Definicja 5.3.3. Przestrzen z miara to trojka (Q, 3, u) gdzie (€2, X)) tworza przestrzein mie-

rzalna, a p jest miara na tej przestrzeni mierzalnej.

Definicja 5.3.4. Funkcja f : €y — {2 jest mierzalna dla przestrzeni probabilistycznych
(€21, 51), (22, E2) gdy
vBEEQf_l(B) € E1

Definicja 5.3.5. Miara probabilistyczna to miara dla ktorej u(Q2) = 1

Lemat 5.3.1. Niech A;, Ay,..., € X, Vien, A; € Ai1. Wtedy
MQ2A>=3g&MAJ

Lemat 5.3.2. Niech Ay, Ay, ..., € X, Vien, Ai 2 Ajjq oraz pu(Ay) < co. Wtedy
“QﬁAJ:ZQ&MAJ

Przyktad 5.3.1. Miara liczaca
Miara liczaca dla Q < oo to u(A) = |A4|
Przyktad 5.3.2. Miara Lebesgue’a

Miara Lebesgue’a to uogoélnienie pojecia dtugosci, pola powierzchni i objetosci na wieksza liczbe

wymiaréw. Przyktadowo, w jednym wymiarze:

p(la, b)) =b—a

a wiec
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1Q) = p{q, @2, .- -}) = u(U{ql, - ,qn}> = lim p({q1,..,¢u}) =0
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5.4 Calka Lebesgue’a

5.4.1 Definicje

Definicja 5.4.1. Funckja S : Q — [0, +0o0] jest prosta (schodkowa), jesli:

S = Z QX A;
j=1

gdzie Ve A; € X, a5 € R a x4, jest funkcja charakterystyczng A;

Od teraz niech F € ¥

Definicja 5.4.2. Niech S : 2 — [0, +00] - funkcja prosta.

/ Sdu = Z ajpu(A;NE)
E =

Gdzie p jest miara Lebesgue’a.

Mozna sobie to wyobrazi¢ jako suma pol prostokatéow pod funkcja S:

*----—-
*----—-

!

!

!

!

!
&
A 4

*----—-

Definicja 5.4.3. Niech f: Q — [0, 400] - funkcja mierzalna.

/fdp:sup{/sdy 0 5:Q —]0,00], s jest prosta,sgf}
E E

Definicja 5.4.4. Niech f : {2 — R mierzalna
f+ = max{0, f}
f— = _min{ov f}

Lﬁwzéﬁw—éfw

Definicja 5.4.5. Dla liczb zespolonych:
f:Q—=C

Dzielimy f na czes¢ rzeczywista i urojona:

f=u+i-v, gdzie u(z) = Re(f(2)), v(z) = Im(f(2))
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/fdu:/udu%—i-/vd,u
E E E

Co tutaj w ogoéle definiujemy? Zaczynamy od definicji funkcji prostej i calki z funkcji pro-

stej. Potem na jej podstawie defniujemy catke z funkcji nieujemnej mierzalnej i ostatecznie

dochodzimy do dowolnej funkcji mierzalnej.

Twierdzenie 5.4.1. (bez dowodu)

Dla:

f:(Q,%) = [0, 400] mierzalna

{Sn}2

Sp Q= [0,400], 1 < S < ... < f, Vacaf(x) = lim,_,o0 Sn(z)
Zachodzi:

VEes / Jdp=lim [ S,du
E E

n—oo

Twierdzenie 5.4.2.

[ (,%) = [0, +oc] mierzalna = 3{S,}'>] takie, ze (x)
Whniosek 5.4.1. Jak to sie taczy z prawdopodobienstwem?
Prawdopodobieristwo definiujemy jako miare probabilistyczna na (€2, X)

Zmienng losowa definiujemy jako funkcje mierzalng f: (2,X) — R

Warto$é¢ oczekiwang definiujemy:
E[X] = / Xdp
Q

Wariancje definiujemy:
Var[X] = /(X —E[X])*dP
Q

Dzieki temu otrzymujemy odpowiednie definicje poza przypadkiem dyskretnym.

5.4.2 Przyktady

Przyklad 5.4.1. Niech [] =n < +o00, ¥ = 2%

Niech X - zmienna losowa przyjmujaca wartosci od 1 do n z rownym prawdopodobieristwem.

E[X] mozemy obliczy¢ z miary liczacej:
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Alternatywnie, mozemy zauwazy¢, ze X jest funckja prosta.

X(@) = Y xa )y

S|

E[X]:/QXsziz‘-

Przyklad 5.4.2. Losowanie z odcinka.

Q=[0,1], ¥ = B([0,1])

Wtedy P(A) = A(A), gdzie A jest miara Lebesgue’a (dtugoscia).
Przyktad 5.4.3. Losowanie zgodnie z funkcja
Q=R,2=B(R), AcY

Niech fj;o f(z)dx =1, oraz chcemy losowaé zgodnie z f.
Wtedy P(A) = [, fdX

Analogicznie dla Q = R?, ¥ = B(R?) otrzymamy:

P(A) = [, fd\?

Przyklad 5.4.4. Mozemy takze taczy¢ prawdopodobienistwo dyskretne z ciaggltym. Rozwazmy
nastepujacy problem:

Mamy odcinek [0, 1]. Przy punkcie 0 znajduje si¢ magnes, ktory przyciaga wszystko z przedziatu
[0, %] W punkcie 1 stoi osoba, ktoéra rzuca pitka i z jednostajnym prawdopodobieristwem trafia

w dowolny punkt na naszym odcinku. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze trafi w dany przedzial
A?

Q=10,1]

Dla A C [0,1] mamy: P({0}) = 3 - to, co przyciagnie magnes.
Dla A C [%, 1]: P(A) = A(A)

Przyklad 5.4.5. Nieskoriczony ciag rzutéw moneta symetryczna.

Q= {(Xn),25 - X, €{0,1}}
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Pojawia sie problem - jak zdefiniowac 3, aby byt mierzalny?

Definiujemy cylindry:

ay,...,a; € {0,1}
[a, ... a] = {(@)i|ar = 21, ... @) = 21}
Cyl:={[ay,...,ax]las,...,ar € {0,1}, k € N}
¥ = o(Cyl)

czyli X jest o-algebra generowana przez zbiér cylindrow.
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6.1 Zastosowania nieré6wnosci na zmiennych losowych

Pokazmy przyktad zastosowania nieréwnosci na zmiennych losowych poprzez wypelnienie ta-

belki pokazujacej rezultaty jakie daja nam poszczegdlne nieréwnosci.

Dla wprowadzenia, gdy méwimy o problemie kolekcjonera kuponéw odwotujemy sie do [4.1.1}]
Za to gdy moéwimy o rzutach moneta, to X; to zmienna losowa dla ktorej

1
P(X;=0)=P(X;=1) = 3
oraz .
n
X = X, E[X] ==
2N E =
Rzuty moneta Kolekcjoner kuponéow
Ograniczenie P(X > 3n) Ograniczenie P(X > 2nH,,)

Nieréwnos$é Markowa, 2|22 3
Nierownoéé Czebyszewa 1 (6.2.2 O(—+=) (6.2.3)
Nieré6wnos¢ Chernoffa (6.4.1)) e @ e~

Union bound (|1.1.2 % 6.1.1

W nastepnych sekcjach pokazdemy odpowiednie definicje tych nieréwnosci oraz dowody war-
tosci podanych w tabelce.

Przyktad 6.1.1. Union bound dla kolekcjonera kuponow

Niech A; to zdarzenie polegajace na nieuzyskaniu i-tego kuponu po nln(n) + cn krokach

1 nln(n)+cn 1 —n(—1In(n)—c) 1
P(4;) = (1 — —) = (1 + —) < e~(n()+e — _—_

n —n e‘n
y/ wiemy, ze
n n 1
Pl 4] =) PA)==
(Ua) L=

Niech ¢ = In(n), a wiec A; to zdarzenie polegajace na nieuzyskaniu i-tego kuponu po 2n In(n)
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krokach, a 2nln(n) < 2nH,, a wiec

" 1 1
P(X > 2nH,) < P(X > 2nln(n)) = P(L_Jl AZ) < Zw =
Przyklad 6.1.2. Nier6wno$é¢ Markowa dla kolekcjonera kuponow
Sprobujmy uzy¢ nieréwnosci Markowa do oszacowania jako§ czasu zebrania wszystkich kupo-

néw. Niech X bedzie czasem zebrania wszystkich kuponow. W sekcji pokazaliSmy, ze
E[X] =nH, = O(nlnn)

Mozemy zatem skorzystaé¢ z nieréwnosci Markowa aby otrzymac

EX] 1

P(X > 2nH,) < _
(X = 2n )_Qan 2

Nie jest to jakies szczegdlnie satysfakcjonujace oszacowanie — prawdopodobieristwo, ze musimy

, .. . . . ., -1,
czeka¢ dwa razy dhuzej niz tego oczekujemy moze wynosic az 3 :(
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6.2 Nier6éwnosé¢ Czebyszewa

Nierownos$é Markowa nie daje nam zbyt dobrych ograniczen, ale jesli jedyne co wiemy o zmien-

nej X to jej warto$¢ oczekiwana, to to jest i tak dobry wynik.

6.2.1 Definicja

Spodziewamy sie, ze jesli wiemy co$ wiecej o rozktadzie X to mozemy lepiej szacowaé¢ pewne

prawdopodobienstwa.
Faktycznie, tak jest — w nieréwnosci Czebyszewa przyjmujemy ze znamy wariancje.
Twierdzenie 6.2.1 (Twierdzenie 3.6 P&C). Dla dowolnego a > 0

< Var[X]

= CL2

P(IX - E[X]| > a)

Dowaod. Korzystamy z nieréwnosci Markowa

P(IX — E[X]| > a) = P((X — E[X])* > a®) <

a a
O
6.2.2 Rzuty monetg
Rzucamy n razy moneta - zliczamy liczbe ortow.
1, orzel za i-tym razem
Niech X; =
0 wpp
1 9 1
2 2
1 /1> 1
X]=E[X?| -EX]P==-(=) ==
Varlx = E[x?) L = 5 - (3) =
Poniewaz zmienne losowe X; sa od siebie niezalezne, to z mamy
B n
ar[ X ; ar[X;] 1
a wiec, z nierownosci Chebysheva
P(x>2n :P(X—ﬁz@) <P()X—E zﬁ> <2
2 7 4 2 4 16 n
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6.2.3 Kolekcjoner kuponéw

Niech X7, ..., X, opisuja czasy czekania na i-ty kupon oraz X = > X; — taczny czas czekania.

Aby w ogole moc liczyé cos nierownoscia Czebyszewa potrzebujemy obliczy¢ Var[X].

Potrzebne nam do tego bedzie nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 6.2.2. Niech X ma rozklad geometryczny z parametrem p. Wtedy

Var[X] =

Dowdd. PokazalisSmy w W, ze E[X] = zlf Pozostaje nam zatem policzy¢ E[X?]

Zaczniemy od pokazania pomocniczych réwnosci.

Wiemy, ze dla 0 <z < 1

=0
Roézniczkujemy obustronnie
-1 _ i
(e sz —Zz—i—l)x
=0

I jeszcze raz

W takim razie

oo o0
E P2t = E i’x
i=1 i=0

=> 2 (P+3i+2-3(i+1)+1)

:Z(i+1)(z’+2)xi—3Z(z‘+1)xi+zxi
; R -
N (1—:c>3_3' (—2p " 1-2
24z
(1—x)?
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Teraz mozemy przejs¢ do gtéwnych obliczen:

E[Xﬂ — iiZ . (1 _p)iflp

1—p p3
(l-p)+1 2-p
p? p?

Alternatywny dowod

Dowaod. Niech Y ma rozktad geometryczny z parametrem p

1 w pierwszym rzucie orzet

Niech X =
0 w pierwszym rzucie reszka
Z mamy:
E[Y?] = P(X =0)E[Y2 | X = 0] + P(X = )E[Y? | X = 1]
=(1-pE[Y?| X =0] +pE[Y?| X = 1]
Wiemy, ze

eDlaX=1Y=1awiecEY?|X=1) =1
e Dla X =0, Y > 1. Niech Z to liczba pozostalych rzutéw do otrzymania pierwszego orta
W takim razie

E[Y?| =(1-pE[(Z+1)°] +p=(1-pE[Z*] +2(1 - p)E[Z] +1

Wiemy z(3.5.1] ze rozktad geometryczny jest bez pamieci, a wiec Z tez ma rozktad geometryczny

z parametrem p, a wiec E[Z] = %, E[Z?] = E[Y?], co znaczy, ze

E[Yﬂ = (1 —P)E[Yﬂ +2(1 —p)%%—l — pE[Yﬂ = 2-p
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Wracamy do zastosowania nieréwnosci Czebyszewa dla kolekcjonera kuponéw. Skorzystamy
tutaj z bardzo wygodnego twierdzenia a nastepnie z aby dostac

Var[X| = Z Var[X|]

n

1-p,
_y Lo

— Vi

IA
|

Teraz wktadamy to do nieréwnosci Czebyszewa:

Var[X] 7’ 1
P(|X —nH,| > nH,) < T 6HZ
{ nH,| > nH,) < n2H?2 62 O(ln n)
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6.3 Funkcje tworzace momentow

Definicja 6.3.1. Funkcje tworzaca momenty zmiennej losowej X definiujemy jako

Mx(t) = E[e]

Twierdzenie 6.3.1 (Twierdzenie 4.1 P&C). Jesli Mx(t) tworzy momenty zmiennej X to
B[X"] = M (0)

Dowoad. Zaktadamy tutaj, ze mozemy zamienia¢ kolejnoscig operatory roézniczkowania i warto-
Sci oczekiwanej. To zaltozenie dziata jesli tworzaca istnieje blisko zera i okazuje sie, ze zachodzi

dla rozktadow, ktérymi sie bedziemy zajmowac.

MP(t) =E[eX]"™ = E[x7e!]

M) (0) = E[X"]

Twierdzenie 6.3.2. (Bez dowodu)
Niech X, Y - zmienne losowe.

Jezeli zachodzi:

Vie(-s0)Mx(t) = My (t)
gdzie 6 > 0 oraz Mx(t) i My(t) istnieja w przedziale (—4,0) to X 1 Y maja ten sam rozktad.

Twierdzenie 6.3.3 (Twierdzenie 4.3 P&C). Dla niezaleznych zmiennych losowych X oraz Y

zachodzi

My (t) = Mx(t) - My (t)
Dowdd.
Mxiy(t) = B[] = E[e - ] = E[e"]E[e"] = Mx(t) - My (t)
O

Twierdzenie 6.3.4. Niech X ma rozktad geometryczny z parametrem p. Wtedy tworzaca tej

zmiennej wynosi

dlat < —1In(1 — p).
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Dowad.

1—(1—p)et

Skorzystalismy tutaj z faktu, ze szereg

jest zbiezny. Dzieje sie tak gdy

(1-pe <1
1
€t P
l—p
t<—In(l—p)

]

Whiosek 6.3.1. Wezesniej obliczylismy juz E[X] oraz E[X?]. Mozemy to tez zrobi¢ z funkcji

tworzacej momentow.
Wiemy, ze M)((TL)(O) = E[X™]. Obliczamy wiec M)((l)(t) oraz M)((Z) (). Otrzymujemy:
Wy 1 a2
My (t) = p(1 = (1 = p)e’)

MP(t) = 2p(1 = p)(1 — (1 = p)e') e + p(1 — (1 — p)et) 2"

Po podstawieniu ¢ = 0 otrzymujemy znane juz wartosci:

42
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6.4 Nierownos$é¢ Chernoffa

6.4.1 Definicja

Laczymy ze soba dwie rzeczy — funkcje tworzace momentéw, oraz nieréwnosé Markowa.

Twierdzenie 6.4.1.

E etX
Viso: P(X > a) = P(e™ > e) < [em ]
oraz .
E
Vico : P(X < a) = P(e'* > ') < [et ]
e a

w szczegolnosci

P(X > a) < mings {]Eiet’”} }

Dowdd. Niezaleznie od tego jakie wartosci przyjmuje X oraz ile wynosi t to eX oraz e'® zawsze
beda dodatnie. Monotonicznosé e'* przy ustalonym ¢ zalezy jedynie od znaku zatem przejscia

miedzy prawdopodobienstwami zachodza.

Ograniczenie gorne uzyskujemy korzystajac z nieréwnosci Markowa zastosowanej do (dodat-

X

nich) wartosci e'* oraz e'. O

6.4.2 Rzuty moneta

Definicja 6.4.1. Prébami Poissona nazywany ciag zmiennych losowych Xi,..., X, dla
ktorych

Ponadto definiujemy
H= E[ZXZ} = ZE[Xz] = Zpi

Dodatkowo, jezeli V; jepnpi = pj, to nazywamy to prébami Bernoulliego.

Przykltad 6.4.1. Chcemy ograniczy¢ z gory prawdopodobieristwo, ze przy n rzutach moneta

. . . .. 3
wyrzucimy orta wigeej niz {n razy.

Niech Xi,..., X, - ciag niezaleznych prob Poissona oraz P(X; = 1) = p;. Niech p = E[X] =
> pi. Niech 6 > 0 bedzie ustalone.

Liczymy z funkcji tworzacej:

My, () =E[e"] = pie’ + (1 = pi) = 1+ pi(e’ — 1) < P (@Y

7 niezalezno$ci:
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Nastepnie minimalizujemy wyktadnik:

f(t)zet—l—gt = f’(t):et—;

Stad mamy warto$¢ minimalna f dla ¢t = ln(%) réwna —lio

P(X Z Zn) S 67%

45
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7.1 Paradoks dnia urodzin

Zadajmy sobie pytanie - ile 0os6b w sali wystarczy, aby prawdopodobienstwo tego, ze dwie osoby
maja urodziny w tym samym dniu bylo wieksze od %?
Zaktadamy, ze kazdy dzien urodzin jest rownie prawdopodobny, oraz ze rok ma 365 dni.

OdpowiedzZ: wystarcza 23 osoby.

Przyklad 7.1.1. SprawdZmy najpierw co sie stanie dla 30 osob.

365
. - 30! 1 2 29
P(Zaden dzien sie nie powtdrzy) = % = (1 — —) (1 — %) (1 — %> ~ 0,29

Przyktad 7.1.2. Sprobujmy teraz troche bardziej ogodlnie.
Niech n - liczba dni w roku.

m - wymagana liczba os6b w pokoju.

Skorzystamy tutaj z takiego przyblizenia (przy zalozeniu, ze k jest mate wzgledem n):

m—1 . m—1 ( . 5
j —1 J m(m—1
(]_ — l) ~ @_% = QZ}”:I “n=e  2n ~ 6_%
; n

j=1 j=1

Nastepnie szukamy m:

Logarytmujemy stronami:
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Podstawiajac n = 365:
m = 22,49

Uzylismy tutaj kilku przyblizeni, ale wynik wciaz jest bardzo blisko poprawnego 23

Przyktad 7.1.3. Sprobujmy jeszcze bardziej ogodlnie.

Niech E; - i-ta osoba ma dzien urodzin rézny od wszystkich oséb przed nia.
E; - i-ta osoba powtorzyla dzieri urodzin.

Wtedy prawdopodobieristwo tego, ze jaki$ dzien si¢ powtorzy to:

m m

P(ExN...NE,) =P(E/U...UE,) <) P(E)<>_

j=1 i=1

i—lzm(m—l)

n 2n

Teraz mozemy zauwazy¢, ze dla m < /n to prawdopodobienstwo bedzie mniejsze od % (dla

n = 365,m ~ 19, 1).

Mozemy tez oszacowac co sie stanie dla m > 24/n:

NG
1 1
P(dziern urodzin sie nie powtorzy) < < - \/—ﬁ) <-<3
n e

Czyli dzielimy nasze osoby na dwie grupy po 1/n osob. Zaktadamy, ze w pierwszej nie bedzie

zadnych powtorzeri. Wtedy kazda osoba z drugiej grupy musi omina¢ przynajmniej /n miejsc

i stad nasze oszacowanie.
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7.2 Kule i urny

Zanim zaczniemy, zaprezentujemy dwa proste lematy potrzebne w oszacowaniu

Lemat 7.2.1. Dla dowolnych n > M

Dowdd.

O
Lemat 7.2.2. Dla dowolnego n
1 n
i< ()
n! = \n
Dowdd. Korzystamy z rozwiniccia e* w szereg Taylora:
K KF
k — _ _—
CTLO T
i=0
Przeksztalcajac otrzymujemy
ek 1
[
co daje nieréwnosé z tezy. 0

Rozwazmy bardzo prosty model - wrzucamy sobie n kul do n urn niezaleznie i jednostajnie.
Oczywiscie srednio w jednej urnie spodziewamy si¢ zobaczy¢ jedna kule, ale ile spodziewamy

sie zobaczy¢ kul w najbardziej zapetnionej urnie? Na to pytanie odpowiemy twierdzeniem.

Twierdzenie 7.2.1 (Lemat 5.1 P&C). Jesli wrzucamy n kul do n urn to prawdopodobienistwo,

7e najciezsza urna zawiera co najmniej M = 3B kyl wynosi co najwyzej % dla odpowiednio

" Ilnlnn

duzych n.

Dowaod. Nie ma co sie zraza¢ mnogoscig logarytmow; sam w sobie dowdd jest wzglednie prosty —
stosujemy dwa razy union-bound, a ograniczenie z tezy po prostu palujemy naszymi lematami,

na egzaminie raczej nie bedziecie potrzebowali obliczen.
Prawdopodobienistwo, ze ustalony podzbiér M kul wyladuje w ustalonej urnie wynosi (%)M
Roéznym podzbioréw jest ( ]’\2), zatem z union bounda dostajemy ograniczenie na prawdopodo-

biefistwo, ze w ustalonej urnie jest co najmniej M kul wynosi

() G)
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Korzystamy teraz z obu lematoéw i ograniczamy prawdopodobieristwo na to, ze istnieje urna w

ktorej jest co najmniej M kul przez co najwyzej
e \M

n —

(37)
Teraz wstawiamy magiczne M z tezy i dostajemy:
( e >M < elnlnn
n{— n

M - 3lnn

) (3Inn)/(Inlnn)

> (3Inn)/(Inlnmn)

Zauwazamy, ze e < 3

(lnlnn
<n
- Inn

Aby pokazaé¢ postulowana w tezie nieréwnosé bierzemy obustronnie logarytm

Inlnn (3lnn)/(Inlnn) 1
n < -
( Inn ) n
Inn+ ((nlndnn) — (o)) (S22 ) < —
nn ninlnn) — (Inlnn —Inn
Inlnn /) —

Wymnazamy i przenosimy na jedna strone

3(Inn)(Inlnlnn) <0
Inlnn -

—Ilnn

Sprowadzamy do wspélnego mianownika

(Inn) - (3(Inlnlnn) — (Inlnn)) <0
Inlnn -

Poniewaz Inn i Inlnn sa od pewnego momentu dodatnie to nieréwnosé¢ sprowadza si¢ do po-

kazania, ze
Inlnn > 3lnlnlnn

co juz jest trywialne.
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7.3 Kule i urny a rozktad Poissona

Rozwazmy ponownie model z urnami i kulami - rzucamy m kul do n urn. Zbadajmy indykatory

X, zdarzen polegajacych na tym, ze i-ta urna jest pusta.

Zanim przejdziemy dalej warto przyja¢ nastepujace przyblizenie:

1—— ~e n
n

Dowdd. Jesli przyjmiemy najlepiej ze m jest duze i podstawimy A = 7 dostajemy:

(1—{—_—)\> ~e
m

Lemat 7.3.1.

O

Niech X = ) X; zlicza liczbe pustych urn. Przyjmujac powyzsze przyblizenie dostajemy:

Twierdzenie 7.3.1.

E[X] ~ ne
Dowad.
EX] =) EX]=n(1-=) ~ne™®
X = LB =n(1- 1) ~ne

O

Podobnie postapimy szacujac prawdopodobienistwo, ze w konkretnej urnie jest r kul.

Twierdzenie 7.3.2.

E 2y

rl

313

P(W danej urnie jest r kul) ~

20
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Dowad.
1 T 1 m—-r
P(W danej urnie jest r kul) = (m) (—) (1 — —>
r )\ n n
1 mm—=1)...(m—r+1) . 1\
Ry n" n
1 r m-—-r
~— <T> (1 = l)
rl\n n
L) e
~ 7!
O

ol
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7.4 Rozklad Poissona

Definicja 7.4.1. Méwimy, ze zmienna losowa X ma rozktad Poissona z parametrem A\ jesli

)\’VL
VpenP(X =n) = —
n!

Aby upewnic¢ sie, ze jest to poprawny rozklad policzmy »">° P(X = n)

Twierdzenie 7.4.1. Niech X ma rozkltad Poissona z parametrem A. Wtedy

Dowdd.

Twierdzenie 7.4.2 (Lemat 5.3 P&C). Jesli zmienna X ma rozktad Poissona z parametrem A

to
Mx(t) = exp(A(e' — 1))

02
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Dowad.
My (t) = E[e"¥]
o0 >\n
= Z etn . ef)‘ N
n!
n=0
= - (Aegn
= exp(—A) - exp(Ae’)
=exp(A(e' — 1))
W przedostatnim przejsciu korzystamy z faktu, ze >’ mn—T: = exp(z) ]

Twierdzenie 7.4.3 (Lemat 5.2 P&C). Jesli X ma rozklad Poissona z parametrem Ax a Y
rozktad Poissona z parametrem Ay, a ponadto obie zmienne sg niezalezne to X +Y ma rozktad

Poissona z parametrem A\x + Ay

Dowdd. Sa dwie $ciezki aby to pokazaé — pierwszy polega na przeliczeniu explicite P(X +Y =

P(X+Y =n)= Z X=kNY =n—k)

Z =n—k)
k=
e et
k! (n—k)!
k=0

—“Ax—Ay X k yn—k
e MY Ay "nl

nl = El(n — k)!

_ e Ayixxv k( )

e~ Ax—Ay

= —— O+ )"

Co daje nam rozklad Poissona z parametrem \x + Ay. O

Dowdd. Pokazemy teraz bardziej elegancki dowdd korzystajacy z funkcji tworzacych momen-

tow.

23
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Poniewaz X 1Y sa niezalezne to

M4y (t) = Mx(t) - My (t)
= exp(Ax (e’ — 1)) -exp(Ay (e’ — 1))
= exp((Ax + Ay)(e' — 1))

Skoro rozktad zmiennej X +Y tworzony jest przez funkcje, ktora wyglada jak rozktad Poissona,

to musi by¢ ona rozktadem Poissona z parametrem Ax + Ay O

o4



MPI 95

7.5 Ograniczenia Chernoffa zmiennej o rozkladzie Pois-

sona

Twierdzenie 7.5.1. Niech X bedzie zmienng o rozktadzie Poissona z parametrem pu. Wtedy:

1. jeélix>,u,toP(X2x)§#

e M(ep)”

wfl,

2. jeslix < p,to P(X <z) <

3. jeslié >0, to P(X > (1+0)p) < <ﬁ)“

AT e_‘s #
4. jesli0< o< lto P(X <(1—-0)pu) < (m)

Dowdd. Niech t > 0,2 > pu. Mamy

tX i . -
Px >0 < B ey o grionen(i)e - o (1)
e o T

gdzie podstawiliémy ¢ = In (%) > (. Drugi punkt robi sie identycznie, wtedy mamy In (%) < 0.

Trzeci i czwarty punkt sa po prostu podstawieniem do poprzednich. O

7.6 Granica rozkladu dwumianowego

Twierdzenie 7.6.1. Niech n, A € R, p jest funkcja n. X,, jest zmienng losowa o o rozktadzie

dwumianowym z parametrami n, p. Dodatkowo

lim np = A

n—oo

Wtedy
) e A\F
Vi 7}1—>I20P(Xn =k)= i
Dowadd. Bez dowodu, pono¢ idzie z twierdzenia o trzech funkcjach O
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7.7 Aproksymacja Poissona

Czasem mamy do czynienia ze zmiennymi, ktore pojedynczo zachowuja sie grzecznie, ale jako

calosé sa powigzane w sposob, ktory istotnie utrudnia ich analize. Z pomoca przychodzi Aprok-

symacja Poissona, w ktorej uniezaleznimy wszystkie zmienne, a nastepnie bedziemy analizowaé

ich zachowanie pod pewnymi warunkami.

Bardziej formalnie opisuje to ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 7.7.1 (Twierdzenie 5.6 P&C). Niech

XM x®

n

opisuja (faktyczne) rozmieszczenie k kul w n urnach.

Ponadto, niech
DRI W0

n

beda niezaleznymi zmiennymi z rozktadem Poissona z parametrem A =

Wtedy

Vo o P(X =y X = k) = P(Yl(m) = Y =k | SV = k)
=1

Dowad. Policzmy najpierw lewa strone réwnosci

1 k k—k
(k) _ k) __ o 1
P(x| —kl,...,Xw_kn)_m(kl).( N )

()

Policzmy teraz prawa strone

P<Y1(m) =k A A = k:n>

PV =k, Y =k, | YV =k | =
( ; P(SY™ =)

Korzystamy z faktu, ze nasze zmienne sa niezalezne, oraz suma n Poissonéw z parametrem

o6
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A = 2 ma rozklad Poissona z parametrem m

- ﬁ D U N S e Ak
-\ 1L T e Y N T

B e (m)f

n
Elevoeo byl ememb
k!
kyleooo k! nk

Po obu stronach wyszto to samo, fajnie. O]

Skoro umiemy zamienia¢ kule i urny na warunkowe Poissony to fajnie byloby co$ umieé¢ o nich

powiedzieé.

Twierdzenie 7.7.2. Niech f(z1,...,x,) bedzie funkcja zwracajaca nieujemne wartosci. Wtedy

]E[f(Xl(m),...,Xém)ﬂ < eﬁ-E[f(K(m),...,Yém)ﬂ

]E[f(}/fm),...,ygm))] :i]E[f<Y1(m),...,erm)> DA :k] -P(ZY}W - k)

>E f(ﬁm),...,YM |ZYi(m):m} .P(Zyﬁﬂ:m)
—E| (X", X)) ] e B
L m:
: 1
>E (X“’” L Xm )] .
— _f 1 Y Y n ) 6\/E
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8.1 Kule i urny - lower bound

W twierdzeniu pokazalidmy, ze goérne ograniczenie na liczbe kul w najciezszej urnie to z

duzym prawdopodobienstwem O (lﬁfn) .

Teraz pokazemy, ze dolne ograniczenie to z duzym prawdopodobienistwem Q(lfl‘:n)

Twierdzenie 8.1.1 (Lemat 5.12 P&C). Dla wystarczajaco duzego n, jesli wrzucamy n kul do

n urn to prawdopodobienstwo, ze najciezsza urna zawiera co najwyzej M = —2° kul wynosi
) Inlnn

CO najwyzej %
Dowdd. Rozwazmy te sytuacje w modelu Poissona — liczba kul w ustalonej urnie ma rozktad
Poissona z parametrem A = = = 1.

W takim razie, prawdopodobieristwo, ze ustalona urna zawiera co najmniej M kul wynosi

Prawdopodobieristwo, ze kazda urna zawiera mniej niz M kul wynosi zatem co najwyzej

. 1 "< n
eM! _eXp(_eM!>

Z faktu, ze 1 —x < e™™.

Jesli nasze M jest na tyle fajne, ze zachodzi

n < 1
ep(~yp) < 2

to wtedy na mocy twierdzenia prawdopodobienistwo, ze w prawdziwym modelu kazda
urna ma mniej niz M kul wynosi co najwyzej

1
"2

ev/n

1
< —
n

Inn
Inlnn

Pozostaje pokazac¢, ze M = jest wystarczajace dla duzych n.



MPI 29

Bierzemy zatem obustronnie logarytm z zadanego warunku

n
n

eM!
n

>2Ilnn

> M

2e¢elnn

Znowu bierzemy logarytm obustronnie (bo mozemy, lol)

Inn —Inlnn — In(2e) > In(M!)

Wykorzystamy teraz magiczne oszacowanie
MM MM
M! < ex/M(—) < M(—)
e
i dostajemy

In(M!) <InM+MInM - M
=M-((Inlnn) — (Inlnlnn))+InM — M
=(M-(Inlnn) —M)— (M- (Inlnlnn) —In M)
=(lnn—M)— (M- (Inlnlnn) — In M)

Teraz korzystamy z faktu, ze In M € o(M - (Inlnlnn))

1
<(lnn—M)=Inn— nn

Inlnn

Inn
Inlnn

I jeszcze korzystamy z faktu, ze (Inlnn)? € o(lnn) a zatem Inlnn € o ). Mozemy wiec

Inn
Innln

nalnlnn 4+ 1n2e

zamienic
<Inn —Inlnn — In(2e)

czyli nasze M dziata. Uff. O
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8.2 Kule i urny - kolekcjoner kuponow

Mysleliscie, ze poprzedni dowdd byl brzydki i miat duzo obliczen? No to teraz wyrzuci Was ze

skarpetek, bo ten dowod bedzie jeszcze gorszy.

Twierdzenie 8.2.1. Niech X bedzie liczbg zebranych kuponéw az do zebrania wszystkich n
rodzajow. Wtedy dla dowolnej stalej ¢

lim P(X >nlnn+en)=1—-e"

n—o0

Dowdd. O zbieraniu kuponéw mozemy mysleé¢ jak o wrzucaniu kul do urn — wrzucenie kuli do

odpowiedniej urny odpowiada zebraniu odpowiedniego kuponu.

Bedziemy zatem liczy¢ prawdopodobienstwo, ze po wrzuceniu m = nlnn + cn kul do n urn

jakas urna nadal pozostaje pusta.

Rozwazmy ten problem w modelu Poissona, a potem pokazemy jak wyciagna¢ z tego wynik

dla rzeczywistego modelu. Mamy zatem A = = =Inn +c¢

Prawdopodobieristwo, ze ustalona urna jest pusta wynosi

0 —c
67)\ . )\_ _ ef(lnn+c) _ 6_
0! n

Poniewaz w modelu Poissona urny sa niezalezne to prawdopodobieristwo, ze zadna urna nie

jest pusta (czyli kazda ma co najmniej jedna kule) wynosi

(-5

Nazwijmy to zdarzenie £. Z powyzszego faktu mamy

lim P(&) =e*"

n—0o0

Wszystko fajnie i w ogole, ale my bysmy chcieli dostaé rzeczywiste prawdopodobienstwo &, kto-
rego nie mozemy sobie tak po prostu przenies¢ z Poissona na rzeczywisty model, bo pamietamy
z twierdzenia [7.7.1] ze wolno nam jedynie przej$¢ rownoscia warunkowa tj. P(€ | X = m), a

tego nie znamy.

Aby sobie z tym poradzi¢ rozbijemy nasze zdarzenie £ na dwie cze$ci. Ustalamy 0 = vmInm

i rozbijamy za pomoca prawdopodobienstwa catkowitego:

P(E) = P(E||X —m| <8)- P(IX —m| <)+ P(E||X —m| > 8)- P(X —m| > o)

Teraz chcemy pokaza¢ dwie rzeczy. Po pierwsze, ze drugi sktadnik jest pomijalnie maly (zbiega
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do zera). Po drugie, ze pierwszy sktadnik zbiega do P(€ | X = m) czyli tego co probujemy

obliczy¢.

1. Szacujemy P(|X — m| > §) przy pomocy nieréwnosci Czebyszewa.

Poniewaz X ma rozktad Poissona z parametrem p = m to
Var[X|=pu=m

W takim razie z nieréwnosci Czebyszewa

Var[X] m 1
—_ < et g
P(|X —m|>§) < 5 o € o(1)

2. Szacujemy réznice miedzy tym czego szukamy a tym co mamy:

[P(E X —m| <0) = P(€ ] X =m)

Zauwazamy dos¢ naturalny fakt — im wiecej kul wrzucamy tym wieksza szansa na to, ze

kazda ma jakas kule. Innymi stowy
PE|X=m)>PE|X=m-90)

oraz

PE||IX —m|<8) < PE| X =m+35)

Mozemy zatem zastapi¢ odpowiednie wyrazenia przez ich oszacowania aby dostac¢ stabsze

ograniczenie:
IP(E||X —m|<8)—P(E|X=m)|<PE|X=m+6)—PE|X=m-—3)

Wyrazenie po prawej stronie oddaje sytuacje, kiedy wrzuciliSmy m — 9 kul, ale nadal jakas

urna pozostaje pusta, natomiast po dorzuceniu kolejnych 26 kul zostata ona zapelniona.

Prawdopodobienstwo, ze konkretna kula trafi do konkretnej pustej urny wynosi %, zatem

prawdopodobienistwo, ze jakas kula trafi do tej urny jest ograniczone przez union bound:

vml |
PE[X —m+6)—PE|X —m—0a) <2 _2Ymhim _, jmlim

n n n?

Przypominamy sobie, ze m = nlnn + cn, zatem mlnm € o(n?). W takim razie nasze

oszacowanie zbiega do zera, a co za tym idzie, szacowana réznica tez.
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Korzystajac z powyzszych faktéw, dochodzimy do wniosku, ze

lim P(E)=PE||X—m| <) -P(|X—m|<0)+PE||X—m|>0)--P(X —m|>0)

:nli_{goP(E [ X —m| <9d)-(1—o(1))+P(E||X —m|>J) o(l)
= lim (P(£ | X =m) +o(1))- (1 —o0(1))

n—o0
=PE| X =m)
A to jest doktadnie to co chcieliSmy pokazac. m
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8.3 Ograniczenia Chernoffa préob Poissona

Twierdzenie 8.3.1. Niech X1, ..., X,, to niezalezne proby Poissona, czyli P(X; = 1) = p;, P(X;
1 — p;. Dodatkowo oznaczamy X = > X; i u = E[X]. Wtedy:

o L1 65 "
1. jeslid >0, to P(X > (1+0)p) < (W)

—pus?

2.jeli1>0>0,toP(X > (14+0)u) <e s

3. jesli R > 6u, to P(X > R) <27
Dowad. Zaczniemy od punktu 1, a pozostate wynikna z niego.

P(X > (1+0)u) = P(e* > k)
E [etX}
et(1+0)p
e(etfl);uf

<

< et(1+o)u

Podstawiamy tutaj t = In (1 + 0)

e(et_l)/" 65/1'

et(+8)p — o(1+8)pln 146
ednr

(14 §)+o"
65 12
B ((1 +6)1+5>
]

)

52
—(1+§)1+5 <eS dlas e (0, 1). Wezmiemy obustronnie

Dowadd. Do drugiego punktu pokazemy, ze

logarytm i po odrobinie analizy wyjdzie:

2

f(a)za—(1+5)1n1+5+%§0

d 1+6 26
% (5)—1—1n1+(5—1—+5+§

d2(5 2 1

W() 3 146

Zauwazmy, ze druga pochodna jest rowna 0 tylko dla § = %: dla mniejszych wartosci jest

ujemna, a dla wiekszych dodatnia. Pierwsza pochodna jest w zerze réwna 0 i w jedynce ujemna
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- wraz z poprzednim implikuje to, ze dla § € (0,1) mamy ujemna pochodna. Dodajac do tego

jeszceze f(0) = 0 dostajemy zadana na poczatku nieréwnosé. O

Dowdd. Do trzeciego punktu potozymy R = (1 + §)u. I dalej:
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9.1 Lancuchy Markowa - definicje

Definicja 9.1.1. Procesem stochastycznym nazywamy dowolny zbiér zmiennych losowych
{X; :t € T}. Zwykle t oznacza moment w czasie, a X; jest stanem tego procesu w czasie t.
Zbioér standéw czesto oznaczany jest jako S.

Mowimy, ze proces jest skonczony, jesli zmienne X; przyjmuja skonczenie wiele wartosci.

Proces jest takze dyskretny, jesli zmienne te przyjmuja wartosci ze zbioru przeliczalnego.

Definicja 9.1.2. Proces jest z czasem dyskretnym, jesli T jest przeliczalne (najczesciej
T =N).

Definicja 9.1.3. Laiicuchem Markowa nazywamy proces stochastyczny z czasem dyskret-

nym {X;},.y dla ktorego

1. dla kazdego t > 0 oraz (ag, ..., a;) takiego, ze P(Ni_, Xi = a;) > 0 zachodzi

t
P<Xt+1:y‘mXi:ai) :P(Xt+1:y’Xt:at>

i=0
2. dla kazdego t > 01i x,y € S zachodzi

P(Xt+1 =T | Xt:y) :P(Xt:x | Xi1=y)

Wiasciwos¢ 1. méwi nam, ze aby dosta¢ rozklad zmiennej X; wystarczy, ze znamy rozktad
zmiennej X; i tzn. tancuch Markowa jest bez pamieci. Warto zauwazy¢, ze nie oznacza to,
ze X, jest niezalezne od X; o, X; 3,... — jest, ale cala ta zalezno$é jest zawarta w zaleznosci

od stanu X;_1.

Za wtasciwos¢ 2. méwi nam, ze bez znaczenia na czas, prawdopodobienstwo przejscia z okre-

Slonego stanu = do stanu y jest zawsze takie samo.

Warto zaznaczy¢ ze niektore zrodla definiuja tanicuchy Markowa jako procesy spetniajace wy-
tacznie wlasciwoéé 1., a procesy speliajace 1. oraz 2. nazywaja tancuchami Markowa czasu
homogenicznego, jednak na probabilu dla uproszczenia terminologii uzywamy powyzszej defi-

nicji.
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Definicja 9.1.4. Oznaczamy dalej p;; = P(X, = j | Xy =1).

Macierzg przejscia nazywamy macierz P zadang wspotczynnikami p;;.

Definicja 9.1.5. p;;(n) = P(X, =j | Xo =1)
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9.2 Stany - definicje

Definicja 9.2.1. Stan ¢ jest pochlaniajacy jesli p; = 1.

Definicja 9.2.2. Stan j jest osiggalny ze stanu i jesli istnieje n > 0 takie, ze p;;(n) > 0.
Zapisujemy ¢ — j.

Definicja 9.2.3. Stany ¢ oraz j sa wzajemnie skomunikowane jesli ¢ jest osiagalne z j oraz

7 jest osiggalne z i. Zapisujemy i <> j.

Lemat 9.2.1. Relacja skomunikowania jest relacja rownowaznosci.

Dowaod. Rozwazamy trzy warunki bycia relacja réwnowaznosci

1. i<
Mozemy dojsé¢ z ¢ do ¢ w 0 krokach — p;;(0) =1
2.0 ] = J 0
Koniunkcja jest przemienna, mozemy zatem zamienié¢ kolejnosé warunkéw w definicji.

.1 Nk = ik
Skoro i <+ j to mamy n dla ktorego P;;(n) > 0.

Podobnie mamy m dla ktérego P;x(m) > 0.
W takim razie p;,(n +m) > p;j(n) - Pjr(m) > 0 zatem k jest osiagalne z i.
Analogicznie pokazujemy, ze i jest osiagalne z k, czyli stany te sa skomunikowane.

O

Dodatkowo w grafie skierowanym klasy rownowazno$ci relacji <+ tworza silnie spdjne sktadowe.

Definicja 9.2.4. Stan ¢ jest nieistotny jesli 3, :4 = jAj = ¢

67



MPI Wyktad 7 (2025-11-19)

9.3 Lancuchy nieprzywiedlne

Definicja 9.3.1. Okres Stanu Niech i € S.
Definiujemy:
T (i) = (t > 1fpa(t) > 0)

Czyli zbior takich t, ze jesteSmy w stanie dojs¢ z ¢ do ¢ w t krokach.

Okres stanu ¢ definiujemy jako o(i) = ged (7T (7)).

LT

Rysunek 9.1: Stan z ma okres 1

Definicja 9.3.2. Lancuch jest nieprzywiedlny (nieredukowalny) jesli wszystkie stany sa

parami skomunikowane. Wtedy jego graf skierowany jest silnie spojny.

Definicja 9.3.3. Stan i jest okresowy jesli o(i) > 1, czyli jego okres jest wickszy od 1.
Lancuch jest okresowy jesli posiada co najmniej jeden stan okresowy. Stan lub taricuch, ktore

nie sg okresowe nazywamy nieokresowymi.

Lemat 9.3.1. W nieprzywiedlnym taricuchu Markowa wszystkie stany maja ten sam okres.

Dowdd. Niech 7,5 € S - dwa stany tancucha.

Z nieprzywiedlno$ci mamy:

Impij(m) >0
Jipji(l) >0

Niech n € T(j)
pi(m+mn+1) > pij(m) - pj;(n) - psi(l) >0

pii(m +1) = pij(m) - pji(l) >0
To znaczy chcemy dojsé¢ z ¢ do © w m + n + [ krokach, wiec mozemy i§¢ z 7 do j,z jdo jizj
do 2. W drugim przypadku pomijamy n krokéw z j do j.

m+n+1leT(i) = o(i))m+n+1

m+1eT() = o(i)jm+1
= o(i)ln = o(i) < o(j)

Analogicznie dowodzimy w drugg strone, otrzymujac réwnosé. O]
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Lemat 9.3.2. Jesli (X; |t € N) jest nieokresowym (okres jest rowny 1) i nieprzywiedlnym

tancuchem Markowa, to:

\V/@jgsanovnzmpz’j (n) >0

Dowdd. Lemat Schura:

1€[r]
Niech 7,57 € S

Z lematu Schura mamy:

ElmovmzmoEerl,ml,...,mTGT(j),ll,...,lTGN : E lzmz =m
i€(r]

pjj(m) > Hpjj<limi) > Hpjj(mi)li >0

i€(r] i€(r]
Z kolei z nieprzywiedlno$ci mamy:

1= ] = Elml :pij(ml) >0

Niech ng = Mo + My

VnsnoPij () > pij(ma)pjj(n —my) >0
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9.4 Stan powracajacy i czas pierwszego spotkania
Definicja 9.4.1. Definiujemy piewszy czas pojawienia sie w j jako:
T; =min(n € N | X,, = j)

T =min(n € N; | X,, = j)

W drugim przypadku pomijamy stan poczatkowy n =0

Definicja 9.4.2. Definiujemy prawdopodobienistwo pierwszego spotkania w zadanym

momencie f;;(n) jako

fii(n) =P(Xp=jAX,a#j.. . X1 #j| Xo=1)=P(I;" =n| Xo=1i)

Definicja 9.4.3. Definiujemy prawdopodobienistwo pierwszego spotkania f;; jako

fis =) fu(n) = P(I} < oo | Xo =)
n=1

Definicja 9.4.4. Stan i jest powracajacy (rekurencyjny) jesli f;; = 1, a chwilowy jesli
fii <1

Mowimy, ze tancuch jest rekurencyjny jesli kazdy jego stan jest rekurencyjny.

Definicja 9.4.5. Definiujemy czas pierwszego spotkania
Ti,j:min{neNl ’XOZZ/\XTL:]}

dodatkowo N
B[Ti] =E[T} | Xo=i] =3 nP(T} =n|Xo=1)
n=1

Definicja 9.4.6. Stan powracajacy ¢ jest dodatni jesli E[T; ;] < oo, w przeciwnym wypadku
jest zerowy.

Przyktad 9.4.1. Niech zbioér stanéow S = N; oraz niech

?

P(Xju=i+1]|X;=10) =

1+ 1

, 1
PXj =1]X;=4) =+
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i1l t+1

1
= + = = — 1 + = = — 1 _— =
fiir=PI <0 |Xo=1)=1 tlgnooP(Tl >t Xo=1)=1 t1i>moot—|—1 1

t—1 1 =1
=Y 50=0=3 (5 ) Y

Z fi1 =1 stan 1 jest powracajacy, a z E[T} 1] — oo jest zerowy.

Twierdzenie 9.4.1. W skoriczonym, nieprzywiedlnym tancuchu Markowa zachodzi

Dowad. Nieprzywiedlnosé oraz skonczonosé daja nam

E|1ﬂ>0,a>0 vac,yES Elje[r] pz,y(j)>€

Mimo tego, ze linia ta moze poczatkowo byé¢ trudna do przetworzenia, jest caltkiem prosta.
Nieprzywiedlno$¢ méwi nam ze dla kazdego (x,y), v jest osiagalne z z, a wiec 3,, p,,(n) > 0.

Nasze r to po prostu maksimum po tych n dla wszystkich par (z,y), a € to minimum z wartosci
pxay (/n/)‘
Nastepnie chcemy pokazacd, ze

P(T > kr| Xo=2) <P(T; > (k—1)r| Xo=2)(1—¢)

Dlaczego tak jest? Ot6z wiemy, ze dla kazdej mozliwej wartosci z = Xx_1), zachodzi Jjepy  p.y((F—
1)r 4+ j) > ¢, a wiec z prawdopodobieristwem przynajmniej € odwiedzimy y w nastepnych r
krokach. W takim razie, jesli T, > (k — 1)r, to P(T,7 < kr) > ¢, a wiec prawdopodobieristwo

tego, ze nie dojdziemy do y jest ograniczone od gory przez 1 —e, co daje nam naszg nier6wnosc.

Nastepnie, poprzez prosta indukcje mozna pokazaé, ze

P(T > kr| Xo=x) < (1 —¢)*

71



MPI Wyktad 7 (2025-11-19)

Teraz, przechodzac do finalnego dowodu
E(T,,] =E[T, | Xo = x]

ZP(T;>t|X0:x)

=0
<> rP(T) > kr| Xo=2)
k=0
< rZ(l —e)¥
k=0
< o0

"Wynika to z m
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9.5 Rozklad stacjonarny

Definicja 9.5.1. Rozkladem stacjonarnym nazywamy wektor 7 taki, ze # = 7P oraz
>mi=1
Intuicyjnie rozktad stacjonarny opisuje jak czesto asymptotycznie odwiedzamy kazdy ze standéw

niezaleznie od tego skad zaczeliSmy. Rozktad stacjonarny nie zawsze istnieje - np. taricuch na

liczbach naturalnych, taki, ze p(n,n+1) = 1 w oczywisty sposob nie ma rozkladu stacjonarnego.

Twierdzenie 9.5.1. Istnienie rozkladu stacjonarnego Niech z € S, 7, = (7, )yes. Dodatkowo

niech
E.[A] =E[A | X, = 7]

P.(A) =P(A| Xo = 2)

Toy = E,[liczba wizyt w y przed pierwszym powrotem do z| = Z P.(X;=yATS >1t)
=0

Dla z € S,E.[Tf] < oo zachodzi:

o T, =T,_PFP

° T =z ’[r;ﬂ jest rozktadem stacjonarnym

Dowdd. Druga cze¢é¢ prosto wynika z pierwszej, poniewaz oczywiscie z definicji 7, , mamy

Z Ty = E.[T]

yes

Pozostaje nam wiec tylko udowodnié¢ czes¢ pierwsza

Zmpx,y - Z Z P.(Xy =2 AT > t)pay

€S zeS t=0

=Y PXip =y ATS >t +1)
t=0

=Y P.X,=yATS >1)

t=1

= TPy — Po(Xo =y ATS > 0)+ ) PAX, =y ATS =1)

t=1

= T aDey — P.(Xo=y)+ Pz<XTZ+ =)

= Tz2a2Pzy

P.(Xo =y) = P.(X}+ = y) poniewaz oba sg indykatorami x = y. ]
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10.1 Rozklad stacjonarny - kontynuacja

Twierdzenie 10.1.1. Skonczony, nieprzywiedlny tancuch Markowa ma unikalny rozktad sta-

cjonarny

Dowaod. Wezmy rozktady stacjonarne 7, ¢. Ustalmy x € S taki, ze g—z jest najmniejsze (mozemy

to zrobi¢, poniewaz taricuch jest skoriczony). Z definicji rozktadu stacjonarnego

Ty Ty Ty Ty
e = Z TyPyx = Z ¢_¢ypy7w = Z E(bypy,w = bn Z PyPya = Eqﬁm = T

yeSs yes Y yes yeSs

To, ze po obu stronach mamy to samo moéwi nam, ze powyzsza nier6wnos¢ to tak naprawde

rownos¢. W takim razie wiemy, ze

Ty T

V y,z >0 -

PP by e
Widzimy wiec, ze wszystkie stany z ktorych da sie bezposrednio dojéé¢ do x maja taki sam iloraz
m do ¢. Mozemy nastepnie analogicznie pokazaé, ze wszystkie stany z ktorch da sie dojs¢ w
2,3, ... krokach do x maja taki sam iloraz. Poniewaz taricuch jest nieprzywiedlny i skoriczony,
z kazdego stanu da sie dojé¢ w skoniczonej liczbie krokéw do . W takim razie wszystkie stany

maja taki sam iloraz, a wiec
7TCC

b
Awiccm=¢,bo >, omi=3  cti=1 ]

™

Twierdzenie 10.1.2. Kazdy skonczony, nieprzywiedlny taricuch Markowa
1. Ma unikalny rozklad stacjonarny m = (m;);es
_ 1
2. Vies i = E[T;7| Xo=i]

Dodatkowo, jesli taricuch jest nieokresowy

3. Vijeslimy o pji(t) =,

Dowaod. Punkt 1. udowodnilisémy przed chwilg. Po chwili zastanowienia, punkt 2. prosto z niego
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wynika. Dla danego ¢, z twierdzenia wiemy, ze istnieje rozktad stacjonarny = w ktérym

7Z;’iOP(Xt:z'/\Ti+>t|X0:i) 1
- E[T}" | Xo = 1] CE[T7 | Xy =]

Uy

Poniewaz rozktad stacjonarny jest unikalny, to jest to prawdziwe dla kazdego 1.
Za to do dowodu punktu 3. bedziemy potrzebowali wiecej narzedzi i mozna go znalezé w

10.3.1 O
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10.2 Norma calkowitego wahania
Interesuje nas pytanie, jak dlugo nalezy prowadzi¢ eksperyment aby rozktad aktualnego stanu
byt bliski rozktadowi stacjonarnemu. Oczywiscie pytanie to ma sens tylko dla tancuchow nie-
okresowych. Co jednak nawet znaczy "bliski"w tym kontekscie?
Przyktad 10.2.1. Tasujemy n kart. W kazdym kroku:

e Wybieramy karte losowo, jednostajnie i niezaleznie od poprzednich krokéow

e Ktadziemy wybrana karte na wierzchu talii
Niech Xy to pewna ustalona permutacja poczatkowa, a X, to permutacja kart po n krokach.
Mozemy zauwazy¢, ze (X, )nen jest skoriczonym, nieprzywiedlnym oraz nieokresowym (bo mo-

zemy wziaé karte z wierzchu) tancuchem Markowa, a wiec ma rozktad stacjonarny (7, ).es.

Niech x € S. N(z) to zbiér stanéw osiagalnych z = w jednym kroku. Oczywiscie |N(z)| = n

1
szﬁ Z Ty

yEN ()

oraz

Mozemy zauwazy¢, ze rozktad jednostajny spelia ten ukitad réwnan, a wiec z unikalno$ci
rozktadu stacjonarnego

1
7'('55:—'
n:

Jedli wierzymy w to, ze odpowiednio dtugo tasujac zbiegamy do rozktadu stacjonarnego, to
jest to dobre tasowanie, bo w rozkladzie stacjonarnym kazda permutacja jest réwnie prawdo-

podobna.

Definicja 10.2.1. Niech u, v beda rozkltadami prawdopodobieristwa nad skonczonym zbiorem

S. Norma catkowitego wahania (total variation distance) tych rozkladow nazywamy wartosé

|l — V”Tv = glggg 1 (A) —v(A)].

Lemat 10.2.1. Niech p, v beda rozkladami prawdopodobienistwa nad skoniczonym zbiorem S.
Niech B={z € S: pu(x) > v(z)}. Zachodzi

I = vligpy = p(B) —v(B) =v(B°) — u(B°).

Dowdd. Sprébujmy przekazaé intuicje tego, czym jest norma catkowitego wahania. Ponizej

mamy wykres, na ktorym zaznaczone sg rozkltady p oraz v oraz zbiory B i B¢
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I1

B B¢

Wiemy, ze pole pod u = 1 oraz pole pod v = 1. W takim razie, mozemy zauwazy¢ ze pola I i II
s sobie wzajemnie réwne. Dodatkowo, patrzac na definicje normy catkowitego wahania, mozna
prosto zauwazy¢, ze jest ona réwna polu I (bo B to zbior w ktorym p najbardziej dominuje

nad v) oraz polu II (analogicznie). Prosto widzimy, ze
Pole I = u(B) — v(B)

Pole 1T = v(B) — u(B°)

Co koniczy dowod O]

Lemat 10.2.2. Niech p, v beda rozktadami prawdopodobienistwa nad skoriczonym zbiorem S.
Zachodzi

= vl = 5 S (o) — v ()]

€S

Dowdd. 7 poprzedniego lematu dostajemy, ze dla B = {x € S : p(z) > v (x)} jest

b=y = 5 (0 (B) = v (B) +0(BY) ~ () = 5 3 lu (@) — v ()]

€S

DO | —

]

Przyklad 10.2.2. Powr6cimy na moment do poprzedniego przyktadu z tasowaniem kart.
Ustalmy 7 jako rozktad stacjonarny oraz z jako pewng ustalong permutacje kart. Bedziemy
tasowaé, az obecny stan ma rozktad D taki, ze ||D — ||, > € dla pewnego € > 0.

1

> 1D =l = x| D(A) = 7(4)  |Dla) -

1 1
E—E<D(a:)<m+e

7
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Przyktlad 10.2.3. Dla kontrastu, gdy bedziemy oszukiwaé¢ przy tasowaniu zostawiajac asa pik

na wierzchu talii. Ustalmy B jako zbioér wszystkich permutacji z asem pik na wierzchu.

¢ > |D = 7l = max|D(4) - w(4)|
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10.3 Sprzeganie

Bedziemy rozwazac taiicuch Markowa (X;),.n (skoniczony, nieprzywiedlny, nieokresowy) o ma-
cierzy przejécia P, zbiorze stanow S i rozkladzie stacjonarnym (7,),.q. Przez P'(x,-) ozna-

czamy rozklad X; przy zalozeniu Xy = x.

Definicja 10.3.1. Definiujemy

Mamy tez maksima tych wartosci:

A (t) = max A, (1),

€S

Tmix (€) = max 7 (e).

Ostatnia z tych wartosci nazywamy czasem mieszania taricucha Markowa. Bedziemy tez (bez

wiekszego powodu) oznaczaé Tix = Tmix (}L)

Definicja 10.3.2. Niech u, v beda rozkltadami prawdopodobieristwa nad skonczonym zbiorem
S. Sprzeganiem g i v nazywamy dowolna pare zmiennych losowych (X,Y) taka, ze X ma

rozktad p, a Y ma rozktad v. W szczegdlnosci te zmienne nie musza by¢ niezalezne.

Lemat 10.3.1. Niech (X,Y") bedzie sprzeganiem p i v. Zachodzi
I =vllpy < P(X#Y).

Ponadto istnieje sprzeganie dla ktérego zachodzi rownosé.

Dowdd. Dla dowolnego A C .S mamy
p(A)—v((A)=P(Xe€A)—-PYecA)<PXecANY A <P(X#Y).

Analogicznie v (A) — u(A) < P (X #Y). To daje zadana nieréwnosc.

Teraz skonstruujemy sprzeganie spetniajace rownosé. Niech B = {z € S : p(x) > v (x)}. Niech
= p(B)—v(B),p2 = v (B°)—p(B°). Mamy p1 = ps = || — vy, Niech p3 = 1—p; = 1—py.

Rzucamy moneta z prawdopodobienistwem orta ps3. Jesli wypadnie orzet to ustalamy X =Y =

1
p3

s, gdzie s wybieramy z S z rozkladem < min (u(s),v(s)) :s € S). Jesli wypadnie reszka usta-

lamy X = x1Y =y, gdzie x jest wybierany losowo z S z rozktadem (p% max (u (z) —v(x),0):x € S),

a y z rozkladem (p%z max (v (z) — p(z),0):x € S). W przypadku reszki jedna zmienna przyj-

muje tylko te wartosci, na ktorych p jest wicksze, a druga tylko te, na ktorych v jest wicksze.
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Mamy wiec P(X #Y) =1—p3 = ||u—v|;y, a (X,Y) faktycznie jest sprzeganiem p i v —

zmienne maja odpowiednie rozklady. O

Definicja 10.3.3. Sprzeganiem lancuchéw Markowa XY o macierzy przejscia P i zbiorze
stanow S jest dowolny taicuch Markowa (Z; = (Xy,Y})),cn Da przestrzeni stanow S x S taki,
ze
P(Xy1=2"|Zy = (z,y) = P(z,2))
PYii=vy12Z=(v,y)=Pyy)
dla kazdego t > 0, x,y, 2",y € S.

Sprzegane tancuchy to dwie rownolegte kopie jednego procesu. Nie zawsze maja one te same
stany, ale tez nie zawsze sg niezalezne. Nie ustalamy nic o stanach poczatkowych. Beda nas
interesowaé takie sprzegania, ktore sprowadzaja obie kopie do tego samego stanu i potem je

tak utrzymuja.

Lemat 10.3.2. Niech ((X¢,Y})),.n bedzie sprzeganiem taiicuchow (skonczonych, nieprzywie-
dInych, nieokresowych) z macierza przej$cia P i zbiorem stanéw S. Niech T'€ N i e > 0 beda
takie, ze dla kazdego x,y € S zachodzi

P(Xr#Yr | Xo=12,Yy=y) <e.
Wtedy czas mieszania tancucha z macierza P jest ograniczony:
\V/xeS Az (T) S €

Tmix (E) S T.

Dowdd. Zauwazmy, ze sprzeganie spelnia zalozenia niezaleznie od tego, w jaki sposob ustalimy
Xo 1 Yp. Ustalmy dowolne x € S. Niech Xy = z i niech Y bedzie wybrany losowo z rozktadu
stacjonarnego . Wtedy Y; ma rozktad n dla kazdego t.

Niech A C S. Mamy

P(XTGA)EP(YTEAQXT:YT):1—P(YT¢AUXT7£YT>
21—P(YT¢A)—P(XT%YT)ZP(YT€A>—€:7T(A)—€

Analogicznie P (X7 € A%) > 7 (A°) —¢, czyli P(Xr € A) <7 (A) +=.

Mamy zatem
Vyes A, (T) = max | P" (2, 4) — 7 (4)] <<,

ACS

a z tego wynika
Tmix (8) S T.

30
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Lemat 10.3.3 (O monotonicznosci). Niech P bedzie macierza przejscia skoriczonego, nieprzy-
wiedlnego i nieokresowego taricucha Markowa ze zbiorem stanéw S i rozktadem stacjonarnym
7. Dla kazdych t > 0,z € S zachodzi

A (t+1) <AL (1),

Dowdd. Ustalmy ¢ > 0 iz € S. Niech (X;,Y;) bedzie sprzeganiem rozkltadow P! (z,-) i 7
spetliajacym P (X; # Y;) = A, (t) (przedtem pokazali$émy, ze istnieje sprzeganie, dla ktorego
ta rownos¢ zachodzi). Definiujemy (X1, Y;11) w nastepujacy sposob: jesli X; = Y}, wykonu-
jemy krok tanicucha zgodnie z macierza P (na obu wspotrzednych taki sam), a w przeciwnym

wypadku wykonujemy dwa niezalezne kroki. Zauwazmy, ze Y;,; dalej ma rozktad 7. Mamy

Ay (t) = P(Xy # Y1) > P(Xip1 # Vi) > [P () = 7|y = An (E4+ 1)

Twierdzenie 10.3.1 (O geometrycznej zbieznosci). Niech P bedzie macierza przejscia skori-
czonego, nieprzywiedlnego i nieokresowego tanicucha Markowa ze zbiorem stanéw S i rozkltadem

stacjonarnym 7. Wtedy istnieja o € (0,1) i C' > 0 takie, ze
Vien A (n) < Ca™.

Dowdd. Ustalmy r > 1 takie, ze dla kazdych x,y € S jest P"(z,y) > 0 (dla konkretnych
dwoch istnieje, bo tancuch jest nieokresowy i nieprzywiedlny, a ze skoriczono$ci mozna wziaé

maksimum).

Niech m, = min,eg P" (z,y) dla y € S. Jest to najmniejsze z prawdopodobienstw, z jakimi
da sie przejs¢ do y krokiem macierzy P". Niech m = Zye s My < 1 (ta suma ogranicza z dotu

dowolny wiersz, a wiersz sumuje sie do 1).

Niech ((X¢,Y})),en bedzie sprzeganiem tancuchéw o macierzy przejscia P’ zadanym w na-
stepujacy sposob: majac zadane X; = z,Y; = y (poczatkowe wartosci wybieramy dowolnie)
oznaczamy p = P’ (z,-), v =P (y,-)iB={2x € S: u(x) >v(x)}. Niech py = u(B) —v(B),
po=v(B°) —p(B)ips=1-pi=1—ps

Rzucamy moneta z prawdopodobienistwem orta ps. Jedli wypadnie orzet, to ustalamy X;,; =
1
p3
nie reszka ustalamy X;,; = z i Y,y = y, gdzie x wybieramy losowo z S z rozkladem
<imax(,u(x) —v(x),0):z € S), a y z rozktadem (pizmax(l/(x) —p(z),0):x € S).

Yii1 = s, gdzie s wybieramy z S z rozktadem ( min (u (s),v(s)): s € S). Jesli wypad-

p1
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W ten sposob skonstruowalismy sprzeganie, dla ktorego zachodzi

1

Visoyes P (Xey1 =Y =vy) > ps3 - s min (i (y) , v (y)) > my,.
3

Mamy wiec
Vier P(Xi=Y)) =) P(X;=Yi=y)> ) my,=m,

yes yes

a z tego wynika P (X; # Y;) < (1 —m)". Teraz majac zadane n = rt +j dla j € {0,...,r — 1}

mozemy zapisac
Az (n) <Ay (rt) = || P (2,) = 7|y S P(Xe #Y3) < (1—m) = a™ < Cam,

r

gdzie potozylismy a = (1 — m)% iC=a".
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11.1 Prawdopodobienstwo ciagte - definicje

Definicja 11.1.1. Zmienna losowa X jest ciagla, jesli istnieje funkcja f: R — R taka, ze

vBeB(R) P(X € B) = /Bf(x) dz.

Taka funkcje nazywamy funkcja gestosci lub gestoscia zmiennej X.
Wtasnosci funkcji gestoscei:

o Vier f(2) >0

o [ f(x)dz=1

e Pla< X <b)= [’ f(z)d

e Ply<X<y+9)= fyy+5 f(x)de = d- f(y). Czyli f(z) mowi, jak szybko rosnie praw-

dopodobieristwo przyjmowania wartosci z przedziatu, gdy przedziat zaczyna sie od y.

Wizualizujemy to jako pole pod wykresem:

Rysunek 11.1: Przyktad dla P(a < X < b)

Mamy V,cr P (X = z) = 0. W szczegolnosci daje to P (X < x) = P (X < z). Dlaczego tak jest?
Mozna to pokazac¢ na przyktadzie jednostajnym. Powiedzmy, ze losujemy wartosci z przedziatu
[0,1). Wtedy P(X = x) = p. Wezmy teraz jakis zbior S k punktow. Wtedy P(X € S) = kp. Z

tego, ze jest to prawdopodobienstwo, mamy Vienkp < 1 a z tego dostajemy p = 0.

Definicja 11.1.2. Dystrybuanta zmiennej losowej X to funkcja F' (x) = P (X < ). Dla zmien-
nej ciaglej jest F (z) = [°._ f (y)dy, a wige f (z) = F" ().
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Definicja 11.1.3. Wartos$¢ oczekiwana ciagtej zmiennej X to

Epm::/mxfuym.

oo

Definicja 11.1.4. Wariancja cigglej zmiennej X:

Var[X] = E[(X - E[X))’] = /OO (x — E[z])*f(z) dz

—0o0

= /szf(x) dz — 2/00 zE[z] f(z) dz + E[X]?

o0

=E[X?] - 2E[X]* + E[X]* = E[X?] - E[X]?

Lemat 11.1.1 (Lemat 8.1 P&C). Jesli zmienna losowa X przyjmuje wartosci nieujemne to
E[X] :/ P(X > z)dx
0
Dowadd. Niech f bedzie gestoscia X. Mamy

/0 P(szdx:/FO y:wﬂy)dydx:/yzo " rwacay

:/y:f(y)/;odxdyZ/y:)yf(y)dy:/ny(y)d%

gdzie ostatnie przejscie wynika z nieujemnosci X. O]
Definicja 11.1.5. Wspoélna dystrybuanta zmiennych losowych losowych X, Y to

F(z,y)=P(X <z,Y <y).

Definicja 11.1.6. Wspdlna gestosé ciagtych zmiennych losowych XY to funkcja f taka, ze

F(z,y) :/:O/_:f(u,v)dvdu,

82

0y

a wiec

f(zy) =

F(z,y).

Definicja 11.1.7. Dla dwoch zmiennych X, Y o zadanej wspolnej dystrybuancie F'(x,y) brze-

gowa dystrybuanta zmiennej X to funkcja

Fx (z) = lim F(z,y) = P(X <ux),

Y—00

ktorej odpowiada brzegowa gestosé fx (z). Analogiczne pojecia definiujemy dla zmiennej Y.
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Definicja 11.1.8. Zmienne X, Y sg niezalezne, jesli
Vawer P(X <2,Y <y)= P(X <a)P(Y <y).
Niezaleznos¢ jest rownowazna odpowiednim réwnosciom dystrybuant i gestosci:
F(z,y) = Fx (z) Fy (y),
f(zy) = fx (@) fr ().

Definicja 11.1.9. Prawdopodobienistwo warunkowe definiujemy jako catke

rixsaivens [ i

f(z.y)
fr(v)

gdzie funkcje¢ fxy = nazywamy warunkowsa gestoscia.

Definicja 11.1.10. Warunkowa wartosé¢ oczekiwana to catka

ELY Y =y = [ afar (0)d.

—0o0
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11.2 Rozklad jednostajny

Definicja 11.2.1. Moéwimy, ze zmienna losowa X ma rozklad jednostajny na przedziale

[a, b] jesli gestosé tej zmiennej zadana jest przez funkcje

)
1
= edy x € [a,b] 1
fla)y=1" ia
0 wpp.
| ——
a b
Latwo mozna zauwazy¢, ze dystrybuanta takiej zmiennej wynosi
Y
0 gdy r < a 1
F(x) = o gdya<z<b
1 gdy x >0 \ | x

\ 1
a b

Twierdzenie 11.2.1. Niech X ma rozklad jednostajny na przedziale [a,b]. Wtedy

a+b
2

E[X] =

Dowdd.

1 [227°
:b—aHa
1 P-a?
b—a 2

1 (b—a)(b+a)

b—a 2
a+b

Twierdzenie 11.2.2. Niech X ma rozklad jednostajny na przedziale [a,b]. Wtedy

(b—a)’

Var[X| = 5
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Dowad.

—a

1 a3 b
“il 5,

1 -ad

b—a 3

1 (b—a)(a®+ab+0?)
Cb—a 3
_a’Fab+ b’

B 3

b 1
]E[XQ} :/ xzb dx

Var[X] — E[x?] - E[x]? = £ F —(a+b)::@_®

3 2 12
[l

Twierdzenie 11.2.3. Niech X ma rozktad jednostajny na przedziale [a,b]. Wtedy dla dowol-
nycha <c<d<b
c—a

P(X<c|X<d)==
—a

Dowdd.

O

Twierdzenie 11.2.4. Niech X, ..., X,, beda niezalezne i wszystkie maja rozktad jednostajny

na [0, 1]. Ponadto, niech Y,...,Y, beda tymi samymi warto$ciami, posortowanymi rosnaco.
Wtedy
k
ElY: =
YA n+1

Dowdd. Modyfikujemy lekko problem i zamiast wybiera¢ n punktéow z odcinka bedziemy wybie-
ra¢ n+ 1 punktow z tuku F, ..., P,. W ten sposéb X; jest odlegtoscia zgodnie ze wskazéwkami
zegara punktow Py, P;, natomiast Y} jest odlegtoscia od Py do k-tego punktu zgodnie ze wska-

zoéwkami zegara.

Mamy n+1 tukéw miedzy punktami i, ze wzgledu na symetrie, oczekiwana dtugosé tuku miedzy

. . . . . 1
dwoma sasiednimi punktami wynosi -—.

W takim razie oczekiwana wartos¢ Yj to oczekiwana taczna dhugosé k sasiednich tukow, ktora

©k
wynosi -5. ]

Alteratywny dowod (wytacznie dla k = 1)
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Dowad.

(1 _ 1)n+1 N (1 _ 0)n+1
n+1 n+1

:n—|—1

]

Wedltug Micka mozna jako$ ten dowodd rozszerzy¢ na k > 1, ale nie zrobil tego na wyktadzie

38
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12.1 Rozklad wyktadniczy

12.1.1 Wlasciwosci

Definicja 12.1.1. Rozkladem wykladniczym z parametrem A nazywamy rozktad zadany

gestosciag

e ™™ dlax >0
f(x) =

0 wpp.

| x
Intuicyjnie widzimy, ze im A jest mniejsze, tym bardziej ten wykres sie "wyplaszcza'.

Dystrybuanta takiej zmiennej wynosi

l—e ™ daz>0
F(z) =
0 Wpp.

T

dodatkowo definiujemy

e ™ dlax>0
Gx)=P(X>z)=1—-F(z) =

0 wpp.

Lemat 12.1.1. Dla X ~ Exp(a) oraz Y = 5 zachodzi

Y ~ Exp(ab)

Dowdad.
PY<y)=P(X<by)=1—eW
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Twierdzenie 12.1.1. Dla X ~ Exp()) zachodzi

E[X] = 1
E[X?) = o
Var[X] = %

Dowdd.

E[X?] = / t*Ae ™M dt
0

:—/ £ (=Ae M) dt
0

= —[tPe™] "+ / 2te M dt
0

2 (e}
/ the M dt
0

Alternatywnie, dla uproszczenia mozna to udowodnié¢ wytacznie dla A = 1 a potem z [12.1.1

rozszerzy¢ na dowolne .
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Twierdzenie 12.1.2 (Lemat 8.4 P&C). Rozklad wykladniczy jest bez pamieci, tzn. dla
X ~ Exp(A), s,t € RT zachodzi

PX>s+t|X>t)=P(X >s)

Dowdd.

P(X >s+1t)
P(X >1t)
1-P(X <s+t)
1-P(X <)
_ (A5 +1)
exp(—At)
=e M =P(X > s)

PX>s+t|X>t)=

Jest to bardzo przydatna wlasnosé, bowiem sprawia, ze mozemy ,resetowa¢” zmienng o ktorej

wiemy, ze ma wieksza wartos¢ niz ustalona.

Twierdzenie 12.1.3. Rozklad wyktadniczy jest jedynym ciagtym rozktadem bez pamieci o

dziedzinie [0, 00), czyli jesli X jest ciaglta zmienna losowa i zachodzi
Vstso P(X >s+t]| X >t)=P (X > s),

to istnieje takie A > 0, ze X ~ Exp ()).
Dowdd. Na razie bez dowodu O

Twierdzenie 12.1.4 (Lemat 8.5 P&C). Jesli X;,..., X, sa niezaleznymi zmiennymi loso-
wymi speliajacymi X; ~ Exp();), to

min(Xy,...,X,) ~ Exp <Z Ai)
i=1
oraz

B Z?ﬂ /\J’

Dowdd. Przeprowadzimy dowod dla n = 2, ktory pdzniej prosta indukcja mozna rozszerzy¢ na

n > 2.
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P(min(Xl,Xg) > ZL’) = P(X1 >N\ Xg > l’)
= P(X1 > {L') . P(XQ > $)

o 6—)\1x . e—>\2x

_ 67()\1+)\2):c

a wiec min(Xy, Xs) ~ Exp(A; + Ay). Teraz pozostaje pokazaé, ze:

Zatem liczymy:

%) To
P(X; < Xy) = / / fxix, (21, 22) driday =
To=—00 J x1=—00

/OO fx,(22) /z2 fx, (1) dzydxy

2=—00 1=—00

[e'e} x2
/ )\26)\2:62/ )\167)\1331 dl’ldl'g =
xo=0 x1=0
00 x2
)\1)\2/ 6)\2‘%2/ 67/\1:“ dl’ldl'g =
xo=0 x1=0

A1 Ao /OO e A22 ( 72 —1
xo=0

——eT ML) gy =
0 )\1

oo -1 -1
A\ —Aox2 —A1T2 0 dro =
i /LI:QO ‘ ( )\1 ‘ )\1 ‘ ) 2

)\1)\2/ 67}‘2962_—1(67)‘””2 — 1) dry =
xo=0 )\1

2=0

oo
_)\2/ e~ M2t AT _ o—Aax2 day =
xo=0

o0
_/\2/ 6—?62()\2-0-)\1) . 6—)\2:B2 dzy =
x2=0

—Xa (/oo e @2t (g — /OO e 272 (g ) =
x9=0

oo -1
_)\ —xg()\1+)\2) o —>\21'2 —
2(<r2=0)\1+)\26 wo= 0)\2

1

)\ —_ — =
<)\1 + X2 A >

)\ ( A2 >\1 + Ao > .

-+ Xx2) A (A + )
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12.1.2 Kantory

Jestedmy na lotnisku, na ktérym stoi n kantoréw obstugujacych klientéw. W chwili ¢ kiedy do
nich podchodzimy, wszystkie z nich sa zajete. Przyjmijmy, ze czas obstugi przez i-ty kantor ma

rozktad X; ~ Exp(1). Jaki jest rozklad czasu oczekiwania na zwolnienie pierwszego kantoru?

W chwili w ktorej podchodzimy do kantoréw, kazdy z nich jest zajety od nieznanej nam chwili
wczesniejszej od t. Wiemy jednak, ze wszystkie z nich sa obecnie zajete. W takim razie, z
faktu, ze rozkltad wyktadniczy jest bez pamieci, mozemy mysle¢ o nich jako o rozkladach
wyktadniczych rozpoczynajacych sie w momencie ¢. A wiec z[12.1.4] rozktad czasu po ktorym

pierwszy kantor sie zwolni to po prostu Exp(n).
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12.2 Kule i urny z feedbackiem

Jak zwykle, zanim zaczniemy to pokazemy pomocniczy lemat:

Lemat 12.2.1. Niech X bedzie dowolna zmienna losows ze skoniczona wartoscia oczekiwana,
tj. E[X] € R. Wtedy
P(X <o00)=1

Dowod. Korzystamy z nieréwnosci Markowa

E
P(X >n) < ELX]
n
Zatem Bl
lim P(X >n) < lim u:O
n—00 n—oo M

Kule i urny jakie sa kazdy widzi. Rozwazmy sobie jednak zabawny model, w ktérym mamy
tylko dwie urny ale z takim twistem, ze im wiecej kul jest w urnie, tym wieksza szansa na to,

ze wrzucimy tam kolejna kule.

Konkretniej - jesli w pierwszej urnie jest x kul a w drugiej y to prawdopodobienistwo, ze kolejna

kula trafi do pierwszej urny wynosi
xp

P+ yP

a do drugiej
yp
P + yp

dla ustalonego p.
Bedziemy sie zajmowaé p > 1 tzn. wiecej kul dostaje ciezsza urna.

Twierdzenie 12.2.1. Dla dowolnego p > 1 oraz dowolnych warunkéw poczatkowych, z praw-

dopodobieristwem 1 od pewnego momentu kule wpadaja tylko do jednej urny.

Dowaod. Przyjmijmy, ze w obu urnach na poczatku jest po jednej kuli, uprosci to dowod, a

rozumowanie pozostaje takie same.

Rozwazmy inny, cho¢ podobny, proces. Kazda urna dostaje wtasny, niezalezny licznik, ktory

odlicza czas do przyjscia kolejnej kuli do tej konkretnej urny.

Jesli w pierwszej urnie jest x kul to czas oczekiwania na kolejna wynosi 7)., ktére ma rozktad

wyktadniczy z parametrem z?.

Podobnie dla drugiej urny — jesli jest w niej y kul to mamy zmienng U, z parametrem yP.
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Zauwazamy teraz fajng rzecz — prawdopodobieristwo, ze kolejna kula laduje w pierwszej urnie

wynosi doktadnie
2P

P+ yP

a w drugiej
yp
xP + yp

Czyli nasz nowy proces jest taki sam jak oryginalny, c6z za zbieg okolicznosci.

Definiujemy czasy nasycenia — opisuja one po jakim czasie liczba kul w urnach jest dowolnie

R-YT
1=1

B-YU
i=1

Mozemy tak zrobi¢, bo E[T;] = E[U;] = =, a poniewaz p > 1 to E[F}] oraz E[F3] sa skoriczone.

duza.

Tutaj nalezy uwazac ale ksigzka Wam tego nie powie. Ot6z a priori nie wiemy, ze jesli zmienna
ma skonczona oczekiwana to z prawdopodobienistwem 1 zmienna przyjmuje skoriczong wartosc.

My sie powolujemy na lemat [12.2.1] dzieki czemu wiemy, ze wartosci F7, Fy sa skoriczone.
Co wiecej, z prawdopodobieristwem 1 sg rozne.

Bez straty ogolnosci, przyjmijmy, ze Fy > Fy. Oznacza to, ze dla pewnego n

iUZ < Fi < ZUZ
i=1 =1

a to z kolei oznacza, ze dla wystarczajaco duzych m

n+1

zn: Ui < i T, <> U
=1 =1 1=1

W takim razie, dla odpowiednio duzych m pierwsza urna zawiera m kul a druga urna zawiera
jedynie n kul, czyli z prawdopodobienistwem 1 druga urna utkneta na posiadaniu n kul, a to

jest to co chcielismy pokazac. O]
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12.3 Rozklad Gamma

Definicja 12.3.1. Funkcjg gamma nazywamy funkcje:

o0 d o0
['(a) = / pe T = / 2" le " dx
0 x 0

dla a > 0. Powyzsze dwie notacje sa rownowazne, my bedziemy korzysta¢ z tej pierwszej.
Pare faktow o funkcji gamma:

Fakt 12.3.1. I'(1) = 1

Dowad. - 4 -
(1) = / P / e “dr = [—e‘ﬂgo =1
0 X 0

[

Fakt 12.3.2. V,-o['(a + 1) = al'(a)

Dowad.

Fla+1) = / e " dx = [—xae’ﬂgo + a/ 7 te " dr = 0+ al'(a) = al'(a)
0 0

[

Wynika to bezposrednio z poprzedniego faktu.

Definicja 12.3.2. Méwimy, ze ciagta zmienna losowa ma Rozklad Gamma z parametrem

(a, 1), jezeli jej funkcja gestosci jest rowna:

Wtedy:

<1 , _,dz 1 / < dr 1
et — = —— rle T — = Ia)=1
Lo ) T
Zatem jest to poprawny rozktad.
Definicja 12.3.3. Mowimy, ze cigglta zmienna losowa ma rozktad Gamma z parametrem

(a, A), jezeli jej funkcja gestosci jest rowna:

@) = Fas e

Dowdd. Niech X ma rozktad Gamma z parametrem (a, 1). Niech Y = % Wtedy mowimy, ze Y

ma rozklad Gamma z parametrem (a, ). Chcemy pokazac, ze to poprawny rozktad. Mozemy
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to sobie oczywiscie przecaltkowaé i zobaczy¢, ze faktycznie wyjdzie 1 ale mozna tez skorzystac

z takiego przeksztalcenia:

dx 1 1 1 1
= ] = ——(\ G—Ay_)\:_)\ a,—Ay
fr(y) = fx(x) A F(a)( y)te N F(a)( y)te ;
0
Fakt 12.3.4. Dla X ~ Gamma(a, 1),
E[X]=a
E[X?] = a(a+1)
Dowad.
E[X] :/ PELIW L / prtee 3L Ha+]) _dfa) _ a
o I(a) z  D(a) J, x la ['(a)
> 1 _dz 1 > ,dr T(a+2)
E[X? :/ 22 ——z% ’”—:—/ et = L —qla+1
[X7] N ['(a) x  T(a) Jo x ['(a) ( )
O
Fakt 12.3.5. Dla Y ~ Gamma(a,\) (Czyli Y = £, dla X ~ Gamma(a, 1)):
X 1 a
Ey]=E|Z| = E[x] =2
vI=E|3| - B =
Fakt 12.3.6. Gamma(1l,1) = Exp(1)
Gamma(1l, \) = Exp(})
Twierdzenie 12.3.1. Niech X;,..., X, - niezalezne zmienne losowe o rozkladzie wyktadni-

czym z parametrem \. Wtedy:
Xy + ...+ X, ~ Gamma(n, A).

Dowdd. Skorzystamy z twierdzenia [6.3.2] Policzymy funkcje tworzaca dla sumy X; oraz dla
Y ~ Gammal(n, \).

Mx,(t) = ]E[etXi} = / e e M dr = ——
0

(3

X=) X; = Mx(t)=[] Mx,(t) = (%)n

i€[n] i€[n]
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Obie funkcje tworzace sa réwne, wiec zmienne X i Y maja ten sam rozktad.
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