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Rozdzial 1

Prawdopodobienistwo dyskretne

1.1 Przestrzen probabilistyczna

Definicja 1.1.1. Przestrzen probabilistyczna to trojka (2, F, P), gdzie
e () to zbiér zdarzen elementarnych

e F C 2% to rodzina zdarzen mierzalnych
W przypadku dyskretnym F = 29
W przypadku ogolnym, F musi by¢ o-algebra (definicja o-algebry: [2.2.2)

e P: F — R taka, ze
- P(Q) =1

-V {Ei}ien P(Ufil EZ) = Z;.il P(EZ)
VienE;€F
Vi,j,i;ngiﬁEj:@

Lemat 1.1.1. Dla dowolnych zdarzen E;, E5 zachodzi
P(FE1 U Ey) = P(Ey) + P(Es) — P(Ey N Ey)

Lemat 1.1.2. Prawdopodobieristwo sumy / union bound

Dla dowolnej skoniczonej lub przeliczalnej rodziny zdarzenn Ey, Fs, ... zachodzi

P<OO Ez> < iP(Ez)

Lemat 1.1.3. Zasada wtaczen i wylaczen

Dla dowolnych zdarzen Ei, ..., E,
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()

Definicja 1.1.2.

Definicja 1.1.3.

Definicja 1.1.4.

=Y "P(E)- > PENE)+ > PENENE) —..
=1 {i,j}E([g]) {i,j,k}e(@)
Zdarzenia Ey, E5 € F sa niezalezne gdy

P(Ey N Ey) = P(Ey) - P(Ey)

Zdarzenia Ey, ..., By, € F sa niezalezne gdy

Vicim P (ﬂ Ez) = H P(E;)

I#2 icl iel

Prawdopodobienstwo warunkowe

Zdarzenie F pod warunkiem zdarzenia F

P(ENF)

PEIF) = =5

,P(F)>0

Jezeli E'1 F' sa niezalezne:

P(E|F) = P(I;E(;)F) = P(EP)(';;(F) =P(E)
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1.2 Przyklady algorytmoéw randomizowanych

1.2.1 Weryfikacja ré6wnosci wielomianéw

Mamy stworzy¢ algorytm sprawdzajacy rowno$é¢ wielomianéw F' i G. Przyktadowo
(z+ D = 2z +3)(x = ) +5)(x — 6) = a° — Ta® + 25

Dla stopnia wielomianu d, zlozonosé to O(d?) (wymnazamy wszystko i sprawdzamy wspotczyn-

niki). Chcemy sprawdzi¢ poprawnos¢ algorytmu w lepszym czasie.
Nasz algorytm:

e Wybierz r losowo (kazdy z rownym prawdopodobieristwem - rozktad jednostajny / uniform
distribution) ze zbioru {1, ...,100d}

e Oblicz F(r) i G(r)
e Jesli F(r) # G(r), to zwro¢ false
o Jesli F(r) = G(r), to zwroé true

Jezeli algorytm zwroci false, to na pewno F' i GG sg rozne. Jezeli zwroci true, to pomyli sie
tylko wtedy, gdy r jest pierwiastkiem F'(z) — G(z), a tych jest co najwyzej d. Mozemy sie wiec

spodziewac, ze prawdopodobienistwo, ze algorytm sie pomyli jest rowne

d 1

P= 7004 ~ 100

Dowdd. 2 ={1,...,100d}, E - zdarzenie takie, ze algorytm sie pomylit

P(E) = P(Algorytm wylosowat pierwiastek F(x) — G(z) € {1,...,100d})
< #pierwiastkow F(z) — G(x)

- 100d
d 1

< -
— 100d 100

Jezeli pudcimy ten algorytm kilka razy:

E; - zdarzenie, ze algorytm sie pomyli za i-tym razem (te zdarzenia sa niezalezne)

P(EN..NE) =[] P(E) < (1_(1)0>k

i€[k]
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1.2.2 Weryfikacja wyniku mnozenia macierzy

Mamy trzy macierze A, B, C' o rozmiarze n X n nad zbiorem {0, 1} (arytmetyka mod 2). Chcemy
napisaé¢ algorytm sprawdzajacy

ABZC
Normalne mnozenie dziala w O(n?)
Nasz algorytm:

o 7= (ry,...,ry) € {0,1}", wybrane losowo jednostajnie

oblicz A(BT) i CT (w O(n?))

jezeli wyniki sg rézne, to zwroé false
e jezeli sg rowne, to zwroé true

Jezeli AB # C i T jest wybrane losowo i jednostajnie, to

P(A(BF) = OF) <

DN | —

Dowdd. Niech D = AB — C' # 0. Zakladamy bez straty ogélnosci d; 1 # 0

Dr=0 = Zdljrj:() - 7’1:—]:2 A
o di
Widzimy, ze r; musi mie¢ ustalong warto$¢ w oparciu na ro, . . ., a wiec w przynajmniej potowie
przypadkow r; nie ma odpowiedniej wartosci i A(BT) # CT. O
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1.3 Zmienna losowa

Definicja 1.3.1. Zmienna losowa przestrzeni (2, F,P) to X : Q — R taka, ze

VrerX(F) € BRY]

Definicja 1.3.2. Dyskretna zmienna losowa
Dyskretna zmienna losowa to zmienna losowa, ktéra przyjmuje w swoim obrazie przeliczalnie

wiele wartosci.

Przyktad 1.3.1. Rzut dwa razy symetryczna kostka
Rozwazmy rownie prawdopodobne zdarzenia elementarne Q = {(1,1), ..., (6,6)} oraz zmienna

losowa X ((i,7)) := ¢+ j (suma oczek w dwoch rzutach).

Naturalnie mozemy chcie¢ policzy¢ prawdopodobieristwo, ze dostaniemy sume oczek réwng a

P(X=a)= 3 P({s})
X?g)(ia

Na przyktad P(X =4) = P({1,3}) + P({2,2}) + P({3,1}) = ;—6

Definicja 1.3.3. Zmienne losowe X, Y sa niezalezne gdy

Vayer P((X = 2) A (Y = y)) = P(X =) - P(Y = ).

Definicja 1.3.4. Zmienne losowe X7, Xs, ..., X} sa niezalezne gdy

vfg[k]v{xi}iel p (n(Xz = Iz)) = H P(Xi = :L‘Z)
z; ER icl el

Definicja 1.3.5. Indykator zdarzenia A to zmienna losowa Y spelniajaca

v — 1 gdy A zaszto
“lo wpp.

Mamy

17bior borelowski:
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1.4 Wartos$é oczekiwana

1.4.1 Definicja

Definicja 1.4.1. Wartos$¢ oczekiwang zmiennej losowej X definiujemy jako

EX]= ) z-P(X=u)

r€im X

Twierdzenie 1.4.1 (Lemat 2.9 P&C). Niech X bedzie zmienng losowa przyjmujaca jedynie

wartosci w liczbach naturalnych. Wtedy
E[X] =Y P(X >n)
n=1
Dowad.

Y P(X>n)=) > P(X=k)

n=1 k=n
o k
=> ) P(X =k)
k=1 n=1
=> k-P(X =k)
k=1
= E[X]
O
Twierdzenie 1.4.2. Dla dowolnych niezaleznych zmiennych losowych X i Y:
E[X -Y] = E[X] - E[Y]
Dowad.
EX-Y]=> ) (ij) - P(X=inY =)
g
=3 ij P(X =i)-P(Y =)
g
=Y i-P(X=i)-) j-P(Y =)
i J
= E[X]-E[Y]
O
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1.4.2 Liniowo$¢é wartosci oczekiwanej

Twierdzenie 1.4.3. Liniowo$¢ wartosci oczekiwanej (wariant z suma)

Dla dowolnych Xi, ..., X, z ograniczonymi wartosciami oczekiwanymi

> Xi] =D EX]

E

Dowdd. (n = 2)

EX+Y]=Y k-P(X+Y =k) = (i+j) P(X =i) A (Y =)
k irj
=30 T RX =gay =) < ) RN
i J
-3 Sl
i J
=E[X] +E[Y]
O
Twierdzenie 1.4.4. Liniowos$¢ wartosci oczekiwanej (wariant ze wspolezynnikiem)
Dla danej zmiennej losowej X oraz ¢ € R
ElcX] = c-E[X].
Dowdd. Dla ¢ = 0 oczywiste. Zakladamy, ze ¢ # 0.
E[cX] =Y j P(cX = j)
J
J J
—c- Lpx =12
=c-Y k-P(X =k)
k
= c¢- E[X]
O

Przyklad 1.4.1. Niech X to zmienna losowa reprezentujaca sume oczek na dwoch kostkach.

Ile wynosi E[X]? Z definicji trudno jest to policzy¢:

1 2 1
EX| =2 —4+3 - —=+..+12- —==T.
[X] 36+ 36jL i 36

Z tw. o liniowosci wynik dostajemy natychmiast. Niech X; i X5 to odpowiednio wartosé rzutu

7
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pierwszej i drugiej kostki. Wtedy X = X7 + Xo.

E[X] =E[X| + X,] =E[X;] + E[X,] =35+35="T.

Przyklad 1.4.2. Urna ma w sobie 4 kulki, kazda z ktorych jest innego koloru. 4 razy wyj-
mujemy kule, obserwujemy kolor i wrzucamy kule z powrotem. Jaka jest oczekiwana liczba
zaobserwowanych koloréw?

1, jesli i-ty kolor zaobserwowany

0

Niech X to liczba zaobserwowanych koloréw oraz X; =:

Wtedy
X=X +Xo+ X5+ X,

X; to indykatory, a wiec E[X;] = P(X;). Zastanowmy sie wiec jakie jest prawdopodobieristwo
P(X; = 1). Aby to zrobi¢, latwiej bedzie policzy¢ prawdopodobieristwo, ze kolor i-ty nie wy-
stapi, a wiec 4 razy dostaniemy jeden z pozostatych 3 kolorow: P(X; = 1) = 1— (%)4. Dostajemy
zatem

E[X] = E[X; + Xz + X3 + X4] = Y E[X]]

Przyktad 1.4.3. Mrowki chodzace po kiju
Zacznijmy od zagadki:

Rozwazamy kij o dlugosci 1m. Losowo kladziemy na niego 25 mréwek i losowo
ustalamy zwrot w lewo lub w prawo. Kazda mréowka porusza sie z szybkoscia lem/s.
Gdy mrowki sie spotkaja, odbijaja sie od siebie, a wiec zmienia sie ich zwrot. Ilu

sekund potrzebujemy, aby mie¢ pewnosé¢, ze kazda mrowka spadnie z kija.

Mozna zauwazy¢, ze mroéwki sg nierozréznialne, a wiec gdy dwie mréwki sie spotykaja, mozemy
pryjaé, iz sie nie odbijaja, a po prostu przenikaja si¢ wzajemnie i ida dalej. Zatem odpowiedz
to 100s.

W modelu takim jak w zagadce zastanawiamy sie, jaka jest wartos¢ oczekiwana wszystkich
odbié. Problematyczne w zadaniu moze okazaé sie, ze jest continuum mozliwych pozycji dla

kazdej mrowki. W rozwiazaniu jednak nie bedzie nam potrzebna ta informacja.

Niech X to liczba odbi¢, lub réwnowaznie liczba przenikni¢é. Ponadto niech X;; to liczba

przeniknie¢ i-tej i j-tej mrowki X; ; € {0,1}. Zakladamy, ze mréwki sa posortowane i dla i < j

8
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mrowka i-ta jest przed j-ta. Zauwazmy, ze

1
ElXi ] =P(Xi; =1) = 4
a wiec
E(X)=E| )_ X,,j]: Y OEXyl= ), PXy=1)= >
1<i<j<25 1<i<j<25 1<i<j<25 1<i<j<25

1.4.3 Zlozenie warto$ci oczekiwanej

Twierdzenie 1.4.5. Dla dowolnej zmiennej losowej X zachodzi
E[x?] 2 E[X]

Dowdad.

0<E[(X - E(X))*] =E[X?-2-E[X] - X +E[X]’]
E[X?] -2 E[X]-E[X] + E[X]’
E

[X7] - E[X)°

Przyktad 1.4.4. Niech X to zmienna losowa, P(X =n) = ,n € {1,...,99}

99 2 2
) 1 1 99100 )
E[X] —(Zg‘”) —<@' 5 ) = 50% = 2500

n=1

1 1 99-100-199 9950
21 2
IE[X]_E —99‘n——99~ 5 =3 > 2500

Fakt 1.4.1.
Elf(z)]= Y Pf(X)=2-2= Y PX=2)-f(2)

z€im f(X) z€im X

Definicja 1.4.2. Funkcja f : R — R jest wypukla, jesli:

Varaseraca] f(A -1+ (1= X) - 29) < X- fog) + (1= A) - fa)

Twierdzenie 1.4.6. Niero6wnosé Jensena

Jesli funkcja f jest wypukta i E[X] < oo to

E[f(X)]) = f(E[X])

A~ =

(

25

)

A~ =
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Dowdd. Zaktadamy, ze f ma rozwiniecie Taylora. Niech y = E[X]. Z Taylora wiemy, ze

f"(e) - (& — p)?

Jeerf (@) = f(u) + f'(1) - (x — p) + 5

> f(p) + f() - (2 — p)

1.4.4 Warunkowa wartosé oczekiwana

Definicja 1.4.3. Warunkowa warto$é oczekiwang E[X | Y = y] definiujemy jako

EX|Y=y= ) asPX=z|Y=y)

r€im X

Ponadto E[X | Y] definiujemy jako zmienna losowa taka, ze

EX [Y](y) =EX [Y =]

Przyktad 1.4.5. X, X, - wyniki niezaleznych rzutéw kostka 6-Scienna, X = X; + X

EX[X;=2]= ) z-P(X =21[X; =2)

10
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Przyklad 1.4.6. X, X5 - wyniki niezaleznych rzutéw kostka 6-Scienna, X = X; + Xo
EX|X1](w) = E[X|X; = Xy (w)]
X1(w)+6
= yP(X =y|X1 = X1(w))
y=X1(w)+1
Xl(w +6 1
= y—
y=X1(w)+1 6
= Xl (JJ) + 3, 5
A wiec E[X|X;] = X7+ 3,5
Lemat 1.4.1.
EX]= ) E[X|Y =y PY =y)
yeimY
Dowad.
Y EX|Y =y -PY=y)= (P(Yzy)zx-P(le‘lY:y)>
yeimY y€EimY r€im X
= <fc P(Y =y) P(XISC!YIy)>
r€im X y€imY
P(X=2AY = y)>
= > (= P(Y =)
weimX< yeimY P<Y y)
= Z z-P(X =x)
r€im X
= E[X]
O
Fakt.
EDY XY =y| =) E[X|Y =y
Czyli liniowos¢ zachodzi tez dla warunkowej wartosci oczekiwane;j
Lemat 1.4.2 (Lemat Syntaktyczny).
EE[X | Y] = E[X]
Dowad.
EE[X | Y]] = ) E[X|Y=y]-P(Y =y)=E[X]
yeEimY
O

11
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1.5 Wariancja i momenty zmiennej losowej
Definicja 1.5.1. n-tym momentem (n > 1) zmiennej losowej X nazywamy
E[X"]
W szczegolnoscei, wartosé oczekiwana jest pierwszym momentem zmiennej losowe;j.
Definicja 1.5.2. Wariancje zmiennej losowej X definiujemy jako
Var[X] = E[(X ~ E[X])*] = E[X?] - E[X]

Czyli jest to drugi moment zmiennej X przesunietej o swoja wartosé¢ oczekiwang. Intuicyjnie
jest to miara tego, jakiego odchylenia od wartosci oczekiwanej mozemy sie spodziwac.

Operator wariancji nie jest liniowy.

Definicja 1.5.3. Odchylenie standardowe zmiennej losowej X definiujemy jako

o(X) = +/Var[X]

Definicja 1.5.4. Kowariancje zmiennych losowych X oraz Y definiujemy jako

Cov(X,Y) = E[(X — E[X]) - (Y — E[Y])]

Twierdzenie 1.5.1.
Vaser Var[bX + a] = b* Var[X]

Dowdd.

Var[bX + a] = E[(bX + a)?] — E[pX + a)’
= E[0?X? + 2abX + a*] — (bE[X] + a)
= V’E[X?] + 2abE[X] + a® — V’E[X]* — 2abE[X] — o
= P(E[X?] - B[XT?)
= b* Var[X]

Twierdzenie 1.5.2. Dla dowolnych zmiennych losowych X,Y zachodzi

Var[X + Y| = Var[X] + Var[Y] + 2 Cov(X,Y)

12
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Dowdd. Rozpisujemy Var[X + Y] z definicji.

Var[X + Y] = E[(X+Y EX+Y]) ‘]
—E[(X )+ (Y = E[Y]))’]
—E[(X }+E[(Y—E[Y])2] +2E[(X — E[X]) - (Y — E[Y])]
= Var[X]| + Var[Y] +2Cov(X,Y)
O
Twierdzenie 1.5.3. Dla niezaleznych zmiennych losowych XY
Cov(X,Y)=0
a co za tym idzie
Var[X + Y] = Var[X] + Var[Y]
Dowad.
Cov(X,Y) =E[(X — E[X]) - (Y — E[Y])]
=’EX - E[X]] - E[Y - E[Y]]
= (E[X] - E[X]) - (E[Y] - E[Y])
=0
O

Twierdzenie 1.5.4. Niech Xi,..., X,, beda parami niezalezne. Wtedy

i Xi] = i Var[X,
=1 i=1

Var

Dowdd. Skoro nasze zmienne sg parami niezalezne, to dla dowolnych X; # X; mamy Cov(X;, X;) =

2Mozemy to zrobié¢ przez m

13
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0. W takim razie

Var

(ZU@' - E[XJ))

=1

>
i=1

_ZEX E[X +ZZEX E[X)]) - (X; — E[X;))]

i=1 j=1

= ZVar[Xi] + Z Z Cov(Xi, X;)

i=1 j=1
= Var[X]]
=1

Przyktad 1.5.1. Niech X - stala, X = ¢ (z prawopodobienstwem 1 przyjmuje wartosé c).

Warto$é oczekiwana X:

Wariancja:
Var[X] = E[(X ~ E[X])’] = E[(c — ¢)’] =0

Wariancja wynosi 0 i rzeczywiscie, dla statej nie spodziewamy sie zadnego odchylenia od war-

tosci oczekiwane;j.

] k - ¢, z prawdopodobieristwem %
Niech Y = -

0, z prawdopodobienistwem “—=

Wartosé oczekiwana Y: _ .
E[Y]=0- " — ke =c

Wariancja Y:

Var[Y] =E[Y?] — E[Y]? = (kc)? - % —F =k - = (k1)

Wiec dwie zmienne majace ta samg warto$é oczekiwang moga mie¢ rézne wariancje.

14
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1.6 Funkcje tworzace momentow

Definicja 1.6.1. Funkcje tworzaca momenty zmiennej losowej X definiujemy jako

MX (t) =E [etX}

Twierdzenie 1.6.1 (Twierdzenie 4.1 P&C). Jesli Mx(t) tworzy momenty zmiennej X to
E[X"] = M{"(0)

Dowdd. Zakladamy tutaj, ze mozemy zamieniaé¢ kolejnoscia operatory rézniczkowania i warto-
Sci oczekiwanej. To zalozenie dziata jesli tworzaca istnieje blisko zera i okazuje sie, ze zachodzi

dla rozktadow, ktorymi sie bedziemy zajmowagc.

MP(t) =E[eX]"™ = E[x7e!]

M) (0) = E[X"]

Twierdzenie 1.6.2. (Bez dowodu)
Niech X, Y - zmienne losowe.

Jezeli zachodzi:
Vie(—s5)Mx (t) = My(t)

gdzie § > 0 oraz Mx(t) i My (t) istnieja w przedziale (—9,d) to X 1 Y maja ten sam rozklad.

Twierdzenie 1.6.3 (Twierdzenie 4.3 P&C). Dla niezaleznych zmiennych losowych X oraz Y

zachodzi

My () = Mx(t) - My (t)
Dowad.

Mxiy(t) = E[/ET)] = E[e™ - ] = E["¥|E[e"*] = Mx(t) - My(2)

15
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1.7 Rozklad dwumianowy

Definicja 1.7.1. Méwimy, ze zmienna losowa X ma rozklad dwumianowy z parametrami

n,p (Oznaczana poprzez B(n,p)), jesli dla j =0,1,...,n:
P =)= (T)pa-pr
J

Jest tak, gdy powtarzamy jakis eksperyment wielokrotnie (n razy, gdzie p to szansa powodzenia)

i liczymy, ile razy eksperyment sie¢ powiodt.

Fakt 1.7.1. Rozktad dwumianowy jest poprawnie zdefiniowany

> OP(X =) = (p+ (1=p))" =1

Twierdzenie 1.7.1. Niech X ma rozktad dwumianowy z parametrami n, p. Wtedy

Dowdad.

7=0
= n! i
=D i1(n — ’)lp](l —p)"
gl =
~_ (=D G (n—3)
=np : pU (L =p)"
jzl (J = Dl(n =)
n—1
(n=1! (n—1—k)
- 1—p)
npzz: T (P
n—1
_ n—1\ p o (-1
=my (, )P"1-»)
k=0
=np
Mozna to tez zrobié¢ prosciej:
" 1, sukces w i-tej probie
X=> X, X;=
i=1 0 wpp

E[X]=E

ZX] = ZE[Xi] =Y P(Xi=1)= Zp:np

=1

16
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Twierdzenie 1.7.2. Niech X ma rozktad dwumianowy z parametrami n, p. Wtedy
Var[X] = np(1 — p)

Dowdd.
Var[X] = E[X?] - (E[X])*

Pozostaje nam tylko policzy¢ E[X?]

= JMn=7)!
_ g ?:(22__3‘7>?p](1 _ ) g j'<:'j S p)9)
== J:O 0 _(ZJ(?_ ' -n)
: "pz 0 —(%!_(i)l -
= ”<TZ —1)p* +np

W takim razie

Var[X] = n(n — 1)p* + np — (np)> = np — np® = np(1 — p)

Poniewaz kolejne proby sa niezalezne, mozna obliczy¢ to prosciej:

Z Xi] = Z Var[X;]

Var[X| = Var

Gdzie X; to indykatory dla kolejnych zdarzeri. Wariancja dla jednego indykatora:

Var[X;| = ]E[[(Xz — E[Xz])ﬂ
=P(X;=0)-(0—p?2+P(X;=1)-(1—p)?
p)p” +p(1—p)?

= (1—
=(1-pp

17
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Sumujac po i dostajemy:

n

S VarlX = 31 pp = (1~ )

i=1

]
Twierdzenie 1.7.3. MGF:
Mx(t) = (1 —p+ pe')"
Dowdad. .
Mx(t) =E[e"] = Z (n)p’(l p) el =
5 J
7=0
“/n
- ( ) (pe'Y (1 —p)"~ =
=0 \J
= ((1—p) +pe")"
]

Twierdzenie 1.7.4. Niech n, A € R, p jest funkcja n. X,, jest zmienng losowa o o rozktadzie

dwumianowym z parametrami n, p. Dodatkowo

lim np = A

n—oo

Wtedy
—-A )\k:
Ve lim P(X, = k) =
Dowadd. Bez dowodu, pono¢ idzie z twierdzenia o trzech funkcjach O

18
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1.8 Rozklad geometryczny

Definicja 1.8.1. Méwimy, ze zmienna losowa X ma rozklad geometryczny z parametrem
p € (0,1) jesli dlan > 0
P(X=n)=1-p)" " p

Twierdzenie 1.8.1 (Lemat 2.8 P&C). Rozklad geometryczny jest bez pamieci tzn. jesli X

ma rozktad geometryczny z parametrem p to
Vor :P(X=n+k|X >k)=P(X =n)

Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze dla dowolnego 0 < p < 1 mamy

oo

i 1 _(1—p)k

W takim razie

PX=n+kAX >k)
P(X > k)
P(X =n+k)
P(X > k)
_ (Q=ptep
>y (I=p)p
_ (1 _ p)n+k71
Zik(l —p)’
n+k—1 p
(1-p) A F

P(X=n+k|X>k) =

Twierdzenie 1.8.2. Niech X ma rozklad geometryczny z parametrem p. Wtedy

E[X] = ]19

19
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Dowdd. Skorzystamy z twierdzenia [1.4.1

I
WE
=
S

3

n=1
B 1
1—(1-p)
1
p

Alternatywna metoda:

1 sukces w pierwszym rzucie

0 wpp.

E[X] = E[X|Y = 0]P(Y = 0) + E[X|Y = 1]P(Y = 1)
= (1+EXD1-p)+1
=1+ E[X] - pE[X]

P

PE[X] =1 — E[X] —]%

Twierdzenie 1.8.3. Niech X ma rozklad geometryczny z parametrem p. Wtedy

1-p

Var[X| = p

Dowdd. Pokazalismy w m, ze E[X] = %. Pozostaje nam zatem policzy¢ E[X?]
Zaczniemy od pokazania pomocniczych réwnosci.

Wiemy, ze dla 0 < z < 1

=0
Roézniczkujemy obustronnie
1 - i— - i
N YRE
=0 =0

20
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I jeszcze raz

ﬁ = Zz(z + 1Dzt = Z(i +1)(i + 2)a°

W takim razie

(o] (o]
E iQ.I'Z — E Z'Qxl
i=1 i=0

=> 2 (P+3i+2-3(i+1)+1)

ZE:@+1xr+mﬂ—3§:u+1nﬁ+§:%

21
(1 —2x)3 (1—z)2 1-z
2+
(1—x)?

Teraz mozemy przejs¢ do gtownych obliczen:
E[XQ] _ ZZ'Q . (1 _p)iflp
i=1

=T§;-§jf-u—py

1-p p3
l-p+1 _ 2-p
P2 - p?

Alternatywny dowod

Dowdd. Niech Y ma rozklad geometryczny z parametrem p

] 1w pierwszym rzucie orzet
Niech X =

0 w pierwszym rzucie reszka

21
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Z [1.4.7] mamy:
E[Y?’] =P(X =0)E[Y? | X =0] +P(X = DE[Y? | X =1]
=(1-pE[Y?| X =0] +pE[Y?| X =1]
Wiemy, ze

eDlaX=1Y=1awecEY?|X=1) =1

e Dla X =0,Y > 1. Niech Z to liczba pozostatych rzutéw do otrzymania pierwszego orta

W takim razie
E[Y? =(1-pE[(Z+1)] +p=(1-pE[Z*] +2(1 - p)E[Z] +1

Wiemy z[1.8.1] ze rozktad geometryczny jest bez pamieci, a wiec Z tez ma rozklad geometryczny

z parametrem p, a wiec E[Z] = 1 E[Z?] = E[Y?], co znaczy, ze

TP

E[Y?] =(1-pE[Y?] +2(1 —p)%—l—l — pE[Y?] = 2-p

Twierdzenie 1.8.4. Niech X ma rozklad geometryczny z parametrem p. Wtedy tworzaca tej

zmiennej wynosi

dlat < —1In(1 —p).

22
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Dowad.

1—(1—p)et

Skorzystalismy tutaj z faktu, ze szereg

jest zbiezny. Dzieje sie tak gdy

(1-pe <1
1
€t P
l—p
t<—In(l—p)

]

Whiosek 1.8.1. Wezesniej obliczylismy juz E[X] oraz E[X?]. Mozemy to tez zrobi¢ z funkcji

tworzacej momentow.

Wiemy, ze M)((TL)(O) = E[X™]. Obliczamy wiec M)((l)(t) oraz M)((Z) (). Otrzymujemy:

MP(t) = 2p(1 = p)(1 — (1 = p)e') e + p(1 — (1 — p)et) 2"

Po podstawieniu ¢ = 0 otrzymujemy znane juz wartosci:

23
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1.9 Przykladowe problemy z wartoSci oczekiwanej

Lemat 1.9.1. H,, =In(n) + ©(1)

Yy
1
1%%
1
2
51
3 1 %
X
1 1 1 1 1
1 223312455566
n—1 )
1 "1
- = anl Z / —dxr = ln(n)
— | L
- = In(n) < H, <Iln(n)+1
"1 "1
ZH)z_lg/ —dx:ln(n)
— i . T )

1.9.1 Problem kolekcjonera kuponéw

Wyobrazmy sobie problem, ktory jest bliski wielu osobom. Prébujemy przepchaé¢ program na
satori ale jak na zto$¢ mamy ANS. Sfrustrowani zaczynamy pisa¢ wtasne testy w nadziei ze
znajdziemy przypadek brzegowy. I tutaj pojawia sie pytanie — jesli generujemy testy losowo
a mozliwych przypadkow jest n to ile testow potrzebujemy w oczekiwaniu wygenerowaé aby

mie¢ pewno$é, ze pokrylismy kazdy przypadek?

Problem ten, jak wiele podobnych, mozemy modelowaé za pomoca zbierania kuponéw — mamy
ich do zebrania n a szansa na uzyskanie i-tego rodzaju jesli zebraliSmy juz ¢ — 1 wynosi p; =
1— % Niech X; oznacza czas czekania na i-ty kupon jedli mamy juz ¢ — 1 innych. Wtedy X =
Yo X; jest tym czego szukamy — czasem otrzymania kazdego kuponu (pokrycia wszystkich

przypadkow testowych).

Zauwazmy jeszcze, ze X; ma rozklad geometryczny z parametrem p; zatem E[X;| = - =

E[X] :ZE[Xi] :Z—,:nZl:n-Hn:nlnn+@(n)

1
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1.9.2 Proces galazkowy

Zaczynamy od programu A, ktory n razy probuje stworzy¢ kopie siebie z prawopodobienstwem

p. Nastepnie, kazda utworzona kopia powtarza ten sam proces.

Przyktad dla n =3

Pokolenie 1:

Pokolenie 2:

Pokolenie 3:

Jaka jest oczekiwana liczba wszystkich odpalonych programéw?

Y; - liczba programéw w i-tym pokoleniu

Yy = 0, Y7 ma rozktad dwumianowy z parametrami (n,p) — E[Y;] = np
Yi—1
Z Zj|Y;71 = Yi-1
j=1

[e] Yi—1
= ZKP (Z Zj = £|Yzel = yil)

(=0 j=1

o] Yi—1
-y (S -o)

(=0 j=1
Yi—1 Yi—1 Yi—1
> Zj| =D E[Z]=) np=yianp
j=1 j=1 Jj=1

E[Y;|Yi1] = Yioinp

]E[Y;’Yzel = Z/zel] =E

=K

Teraz, dowodzimy indukcyjnie, ze E[Y;] = (np)’
E[Y] = E[E[Y;|Yi~1]] = E[Yi-inp] = npE[Yi1] = np(np)'"" = (np)’

A nastepnie obliczamy wynik:

E ZY ZE[YA =Z(np>i

cq - . L. . . 1 . .
Widzimy, ze dla np < 1 warto$é¢ oczekiwana wynosi T & W przeciwnym przypadku nie ma

wartosci oczekiwanej, poniewaz liczba programéw ro$nie do nieskoriczonosci.

3Wedlug Micka mozna to zrobié, o ile prawa, strona réwnosci jest zbiezna
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1.9.3 Oczekiwany czas Quicksorta

Quicksort jaki jest kazdy widzi — pamietamy z ASD, Ze jego zlozonosé to pesymistycznie O(n?),

ale w losowym przypadku O(nlgn).

Twierdzenie 1.9.1 (2.11 P&C). Rozwazmy standardowy algorytm Quicksort, w ktorym pi-
vota wybieramy losowo, niezaleznie i jednostajnie. Wtedy oczekiwana liczba poréwnan wynosi
2nlnn + O(n).

Dowdd. Niech xq,...,x, bedzie wejSciowym ciggiem n réznych liczb. Niech y, ...y, bedzie

posortowang permutacja tych wartosci.

Definiujemy indykatory dla ¢ < j; niech

% 1 jesli y;,y; zostaly poréwnane chociaz raz
ivj =
wpp.

. . L . —1 . . . L .
Laczna liczba poréwnan X wynosi X = > 775 > 7 | Xi; Oczekiwana liczba poréwnaii wynosi

EX] =Y Y E(X,)

i=0 j=i+1

zatem

Zastanowmy sie kiedy elementy y;,y; sa porownywane. Na pewno ktory$ z nich musi zostacé
wybrany jako pivot. Ale ponadto muszg by¢ w momencie tego wyboru na jednej liscie, ktora

jest aktualnie sortowana. Niech Y™/ = {y;,...,y;}.

Jesli wybrany zostanie pivot ktory lezy poza ta lista, to nie dojdzie do ,rozspdjnienia” tej listy

i kiedy$ bedzie mogto nadal doj$¢ do poréwnania y; z y;.

Jesli wybrany zostanie pivot z tej listy rézny od y; oraz y;, to te 2 elementy juz nigdy nie

zostang ze soba poréwnane, jako ze beda znajdywac sie na 2 oddzielnych listach.

W takim razie X; ; = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy pierwszym pivotem wybranym ze zbioru Y’

jest element y; lub element y;.

Jako, ze losowanie jest jednostajne i w ogole, to kazdy element z listy ma doktadnie takie same

szanse na ,zostanie pivotem”. Jako, ze elementéw na lidcie jest j—i+1, to prawdopodobienistwo,

ze wybierzemy y; lub y; wynosi j—?—i—l’ czyli E[X; ;] = j_22.+1.

27
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Aby policzy¢ ostateczny wynik sumujemy sie po wszystkich parach i < j:

n—1 n 9
izlj;I JouAl
n—1n—i+1

1
=2 > 7
i=1 k=2

n n—k+1 1

=222 5,

"1
:2((n+1),€2%> —2(n—1)
"1
k

- ((n—l—l) >—<n+1>>—2(n_1>

= H, =Inn+ O(1) i dostajemy

Teraz korzystamy z faktu, ze > ;_, %

E[X]=2(n+1)-H,—06(n)
=2(n+1) - (Inn+0O(1)) —O(n)
=2nlnn + O(n)
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1.10 Paradoks dnia urodzin

Zadajmy sobie pytanie - ile os6b w sali wystarczy, aby prawdopodobienstwo tego, ze dwie osoby
maja urodziny w tym samym dniu bylo wieksze od %?
Zaktadamy, ze kazdy dzien urodzin jest rownie prawdopodobny, oraz ze rok ma 365 dni.

Odpowiedz: wystarcza 23 osoby.

Przyktad 1.10.1. SprawdZzmy najpierw co sie stanie dla 30 osob.

365
, - 30! 1 2 29
P(Zaden dzien sie nie powtdrzy) = % = (1 — —) (1 — %) (1 - %) ~ 0,29

Przyktad 1.10.2. Sprobujmy teraz troche bardziej ogdlnie.
Niech n - liczba dni w roku.

m - wymagana liczba os6b w pokoju.

Skorzystamy tutaj z takiego przyblizenia (przy zalozeniu, ze k jest mate wzgledem n):

j=1 j=1
Nastepnie szukamy m:
m?z 1
T = _
‘ 2
Logarytmujemy stronami:
m? 1
— —Inl=
2n 2
m=v2nln2
Podstawiajac n = 365:
m =~ 22,49

Uzylismy tutaj kilku przyblizeni, ale wynik wciaz jest bardzo blisko poprawnego 23

Przyktad 1.10.3. Spréobujmy jeszcze bardziej ogolnie.
Niech E; - i-ta osoba ma dzien urodzin rézny od wszystkich oséb przed nia.

E; - i-ta osoba powtorzyta dzien urodzin.
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Wtedy prawdopodobienistwo tego, ze jakis dzien sie¢ powtoérzy to:

m

P(Elﬂ...ﬂEm):P(EU...UE_m)SiP(E)SZi—l:m(m—l)

n 2n

]:1 =1

Teraz mozemy zauwazy¢, ze dla m < y/n to prawdopodobieristwo bedzie mniejsze od % (dla

n = 365,m ~ 19,1).

Mozemy tez oszacowac co sie stanie dla m > 24/n:

\/ﬁ
1
P(dzien urodzin sie nie powtdrzy) < ( — @) <-<
e

1
n 2

Czyli dzielimy nasze osoby na dwie grupy po y/n osob. Zaktadamy, ze w pierwszej nie bedzie

zadnych powtorzeni. Wtedy kazda osoba z drugiej grupy musi omina¢ przynajmniej \/n miejsc

i stad nasze oszacowanie.
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1.11 Kule i urny

Zanim zaczniemy, zaprezentujemy dwa proste lematy potrzebne w oszacowaniu

Lemat 1.11.1. Dla dowolnych n > M

(WG) =

Dowdd.

O
Lemat 1.11.2. Dla dowolnego n
1 n
i< ()
n! = \n
Dowdd. Korzystamy z rozwiniccia e* w szereg Taylora:
K KF
k f— — —
CTLO T
i=0
Przeksztalcajac otrzymujemy
ek 1
[
co daje nieréwnosé z tezy. 0

Rozwazmy bardzo prosty model - wrzucamy sobie n kul do n urn niezaleznie i jednostajnie.
Oczywiscie srednio w jednej urnie spodziewamy si¢ zobaczy¢ jedna kule, ale ile spodziewamy

sie zobaczy¢ kul w najbardziej zapetnionej urnie? Na to pytanie odpowiemy twierdzeniem.

Twierdzenie 1.11.1 (Lemat 5.1 P&C). Jesli wrzucamy n kul do n urn to prawdopodobieri-
3lnn

Inlnn

stwo, Ze najciezsza urna zawiera co najmniej M = kul wynosi co najwyzej % dla odpo-

wiednio duzych n.

Dowaod. Nie ma co sie zraza¢ mnogoscig logarytmow; sam w sobie dowdd jest wzglednie prosty —
stosujemy dwa razy union-bound, a ograniczenie z tezy po prostu palujemy naszymi lematami,

na egzaminie raczej nie bedziecie potrzebowali obliczen.
Prawdopodobienistwo, ze ustalony podzbiér M kul wyladuje w ustalonej urnie wynosi (%)M
Roéznym podzbioréw jest ( ]’\2), zatem z union bounda dostajemy ograniczenie na prawdopodo-

biefistwo, ze w ustalonej urnie jest co najmniej M kul wynosi

() G)
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Korzystamy teraz z obu lematoéw i ograniczamy prawdopodobieristwo na to, ze istnieje urna w

ktorej jest co najmniej M kul przez co najwyzej
e \M

n —

(37)
Teraz wstawiamy magiczne M z tezy i dostajemy:
( e >M < elnlnn
n{— n

M - 3lnn

) (3Inn)/(Inlnn)

> (3Inn)/(Inlnmn)

Zauwazamy, ze e < 3

(lnlnn
<n
- Inn

Aby pokazaé¢ postulowana w tezie nieréwnosé bierzemy obustronnie logarytm

Inlnn (3lnn)/(Inlnn) 1
n < -
( Inn ) n
Inn+ ((nlndnn) — (o)) (S22 ) < —
nn ninlnn) — (Inlnn —Inn
Inlnn /) —

Wymnazamy i przenosimy na jedna strone

3(Inn)(Inlnlnn) <0
Inlnn -

—Ilnn

Sprowadzamy do wspélnego mianownika

(Inn) - (3(Inlnlnn) — (Inlnn)) <0
Inlnn -

Poniewaz Inn i Inlnn sa od pewnego momentu dodatnie to nieréwnosé¢ sprowadza si¢ do po-

kazania, ze
Inlnn > 3lnlnlnn

co juz jest trywialne.




Rozdzial 2

Miara 1 calka

2.1 Wstep

Na poczatek skupmy sie na prostym problemie: mamy 2 - uniwersum, oraz A C 2. Losujemy

jednostajnie element z € € i chcemy poznaé P(x € A).
Naturalnie nasuwa sie definicja

wielkos¢(A)

Pz € A) = S10AE)
(zed) wielkosé(€2)

Jak mozemy jednak zdefiniowa¢ wielkosé? Dla |2 < oo jest to proste: wielkosé(X) = | X, lecz
dla €2 nieskonczonego nie ma juz oczywistej odpowiedzi. Na ratunek przychodzi pojecie miary.
Przyktad 2.1.1. Przykladowe miary

e Dlugosé¢ odcinka

e Pole powierzchni na ptaszczyznie

e Objetos¢ w przestrzeni tréjwymiarowej
Okazuje sie jednak, ze nie wszystkie zbiory mozna mierzyc¢.
Przyktad 2.1.2. Paradoks Banacha-Tarskiego

Niech S to bedzie sfera w przestrzeni trojwymiarowej. Mozemy podzieli¢ S na roztaczne czesci
w nastepujacy sposob
S:P1UP2UP3UP4UP5

a nastepnie za pomoca ustalonych przesunie¢ 71, 79, 73, 74, 75 dojs$¢ do
S = Tl(Pl) U TQ(PQ)

S = 13(P3) Uty(Py) UTs(Ps)
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Gdybysmy chcieli mierzyé¢ objetosé naszej sfery i pozwalaliby$my na podzielenie jej na dowolne

czescei 1 wykonanie przesunieé doszliby$my wiec do oczywiscie sprzecznego wniosku

Objetosé(S) = 2 - Objetosé(S)

Widzimy, ze nie we wszystkich przypadkach intuicyjne pojecie miary jest poprawne i nie wszyst-
kie zbiory sa mierzalne. W nastepnej sekcji skupimy sie na znalezieniu zbioréw, ktére mozemy

mierzy¢ i doktadnie zdefiniujemy miare.
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2.2 Algebra i o-algebra

Definicja 2.2.1. Algebra to takie 3 C 2 dla danego uniwersum ), ze spelnione sg nastepu-

jace warunki
e J.0eX
eccYy = Q\eeX
e By,...,E,e¥ = (J_ E,€X
Definicja 2.2.2. g-algebra to algebra spetniajaca dodatkowy warunek

B, €Y = GEZ-EE

i=1

Przyklad 2.2.1. Proste przyktady algebr i 0 — algebr
o ¥ =29 _ g-algebra
o ¥ ={2, Q} - g-algebra

e O =R Y ={U.,(ai,b] | a;,b; € RU{—o00,+00},a; < b;} - algebra, ale nie o-algebra,
bo np. J;2,(0,1— 1] =(0,1) ¢ =

Lemat 2.2.1. Niech  to uniwersum, a (X, )acs to o-algebry na 2. Wtedy

m Y, jest o-algebra

ael

Definicja 2.2.3. o-algebra generowana przez F C 29 to

o(F)= ﬂ{E C2Y:FCYiXjest o-algebra }

Intuicyjnie, jest to najmniejsza mozliwa o-algebra zawierajaca w sobie F'.

Przyklad 2.2.2. Przyktad o-algebry generowanej
o({la,] [ a,b € R,a < b}) =: B(R)

o(d-wymiarowe kostki) =: B(R?)

B to oznaczenie na zbiory borelowskie, ktore sa przyktadem zbioréw mierzalnych, nie majac

problemow takich jak Banach-Tarski.

Uwaga. Od teraz, gdy bedziemy moéwic¢ o R, C w kontekscie miary, mamy na my$li przestrzenie

mierzalne (R, B(R)), (C, B(C)), o ile nie jest powiedziane inaczej.
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2.3 Miara

Definicja 2.3.1. Przestrzen mierzalna to para (£2,%) dla uniwersum i ¥ bedacego o-

algebra na 2.

Definicja 2.3.2. Miara dla danej przestrzeni mierzalnej (£, ¥) to funkcja p : ¥ — [0, +00]

spelniajaca
o 1(@)=0
e Ei,E,,--- € X parami roztaczne = (U2, Ei) = > oy 1(E;)

Definicja 2.3.3. Przestrzen z miara to trojka (Q, 3, u) gdzie (€2, %) tworza przestrzeii mie-

rzalna, a p jest miara na tej przestrzeni mierzalnej.

Definicja 2.3.4. Funkcja f : €y — {2 jest mierzalna dla przestrzeni probabilistycznych
(€21, 51), (22, E2) gdy
vBEEQf_l(B) € E1

Definicja 2.3.5. Miara probabilistyczna to miara dla ktorej u(Q) =1

Lemat 2.3.1. Niech A;, Ay,...,€ ¥, Vien, A; € Ai1. Wtedy
MQ2A>=3g&MAJ

Lemat 2.3.2. Niech Ay, Ay, ..., € X, Vien, Ai 2 Ajq oraz pu(Ay) < co. Wtedy
“QﬁAJ:ZQ&MAJ

Przyktad 2.3.1. Miara liczaca
Miara liczaca dla Q < oo to u(A) = |A4|
Przyktad 2.3.2. Miara Lebesgue’a

Miara Lebesgue’a to uogoélnienie pojecia dtugosci, pola powierzchni i objetosci na wieksza liczbe

wymiaréw. Przyktadowo, w jednym wymiarze:

p(la, b)) =b—a

a wiec
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Q) = p{qr, @2, - .}) = (U{cn ..... qn}> = lim p({q1,..,¢u}) =0
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2.4 Calka Lebesgue’a

2.4.1 Definicje

Definicja 2.4.1. Funckja S : Q — [0, +0o0] jest prosta (schodkowa), jesli:

S = Z QX A;
j=1

gdzie Ve A; € X, a5 € R a x4, jest funkcja charakterystyczng A;
Od teraz niech E € X

Definicja 2.4.2. Niech S : 2 — [0, +00] - funkcja prosta.

/ Sdu = Z ajpu(A;NE)
E =

Gdzie p jest miara Lebesgue’a.

Mozna sobie to wyobrazi¢ jako suma pol prostokatéow pod funkcja S:

*----—-

*----—-
*----—-

!

!

!

!

!
&
A 4

Definicja 2.4.3. Niech f: Q — [0, 400] - funkcja mierzalna.

/fdp:sup{/sdy 0 5:Q —]0,00], s jest prosta,sgf}
E E

Definicja 2.4.4. Niech f : {2 — R mierzalna
f+ = max{0, f}
f— = _min{ov f}

Lﬁwzéﬁw—éfw

Definicja 2.4.5. Dla liczb zespolonych:
f:Q—=C

Dzielimy f na czes¢ rzeczywista i urojona:

f=u+i-v, gdzie u(z) = Re(f(2)), v(z) = Im(f(2))
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/fdu:/udu%—i-/vd,u
E E E

Co tutaj w ogoéle definiujemy? Zaczynamy od definicji funkcji prostej i calki z funkcji pro-

stej. Potem na jej podstawie defniujemy catke z funkcji nieujemnej mierzalnej i ostatecznie

dochodzimy do dowolnej funkcji mierzalnej.

Twierdzenie 2.4.1. (bez dowodu)

Dla:

f:(Q,%) = [0, 400] mierzalna

{Sn}2

Sp Q= [0,400], 1 < S < ... < f, Vacaf(x) = lim,_,o0 Sn(z)
Zachodzi:

VEes / Jdp=lim [ S,du
E E

n—oo

Twierdzenie 2.4.2.

[ (,%) = [0, +oc] mierzalna = 3{S,}'>] takie, ze (x)
Whniosek 2.4.1. Jak to sie taczy z prawdopodobienstwem?
Prawdopodobieristwo definiujemy jako miare probabilistyczna na (€2, X)

Zmienng losowa definiujemy jako funkcje mierzalng f: (2,X) — R

Warto$é¢ oczekiwang definiujemy:
E[X] = / Xdp
Q

Wariancje definiujemy:
Var[X] = /(X —E[X])*dP
Q

Dzieki temu otrzymujemy odpowiednie definicje poza przypadkiem dyskretnym.

2.4.2 Przyklady

Przyklad 2.4.1. Niech || =n < +o00, ¥ = 29

Niech X - zmienna losowa przyjmujaca wartosci od 1 do n z rownym prawdopodobieristwem.

E[X] mozemy obliczy¢ z miary liczacej:

39



MPI Miara © catka

Alternatywnie, mozemy zauwazy¢, ze X jest funckja prosta.

X(@) = Y xa )y

S|

E[X]:/QXsziz‘-

Przyklad 2.4.2. Losowanie z odcinka.

Q=[0,1], ¥ = B([0,1])

Wtedy P(A) = A(A), gdzie A jest miara Lebesgue’a (dtugoscia).
Przyktad 2.4.3. Losowanie zgodnie z funkcja
Q=R,2=B(R), AcY

Niech fj;o f(z)dx =1, oraz chcemy losowaé zgodnie z f.
Wtedy P(A) = [, fdX

Analogicznie dla Q = R?, ¥ = B(R?) otrzymamy:

P(A) = [, fd\?

Przyklad 2.4.4. Mozemy takze taczy¢ prawdopodobienistwo dyskretne z ciagglym. Rozwazmy
nastepujacy problem:

Mamy odcinek [0, 1]. Przy punkcie 0 znajduje si¢ magnes, ktory przyciaga wszystko z przedziatu
[0, %] W punkcie 1 stoi osoba, ktoéra rzuca pitka i z jednostajnym prawdopodobieristwem trafia

w dowolny punkt na naszym odcinku. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze trafi w dany przedzial
A?

Q=10,1]

Dla A C [0,1] mamy: P({0}) = 3 - to, co przyciagnie magnes.
Dla A C [%, 1]: P(A) = A(A)

Przyklad 2.4.5. Nieskoriczony ciag rzutéw moneta symetryczna.

Q= {(Xn),25 - X, €{0,1}}
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Pojawia sie problem - jak zdefiniowac 3, aby byt mierzalny?

Definiujemy cylindry:

ay,...,a; € {0,1}
[a, ... a] = {(@)i|ar = 21, ... @) = 21}
Cyl:={[ay,...,ax]las,...,ar € {0,1}, k € N}
¥ = o(Cyl)

czyli X jest o-algebra generowana przez zbiér cylindrow.
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Rozdzial 3

Nierownosci na zmiennych losowych

3.1 Zastosowania nieré6wnosci na zmiennych losowych

Pokazmy przyktad zastosowania nieréwnosci na zmiennych losowych poprzez wypehienie ta-

belki pokazujacej rezultaty jakie daja nam poszczegdlne nieréwnosci.

Dla wprowadzenia, gdy méwimy o problemie kolekcjonera kuponéw odwotujemy sie do [1.9.1]

Za to gdy moéwimy o rzutach moneta, to X; to zmienna losowa dla ktorej

1
P(X;=0)=P(X;=1) = 3
oraz :
n
X = X;, B X] ==
2B
Rzuty moneta Kolekcjoner kuponéow
Ograniczenie P(X > 3n) Ograniczenie P(X > 2nH,,)
Nierownos¢ Markowa (3.2.1) 2 (322 5 (3-2.3)
Nieréwnosé Czebyszewa |) % 3.3.2) O(ln%n) (13.3.3)
Nieréwnos¢ Chernoffa (3.4.1)) e~ (3.4.2) e
Union bound ([1.1.2 (311

W nastepnych sekcjach pokazdemy odpowiednie definicje tych nieréwnosci oraz dowody war-
tosci podanych w tabelce.

Przyktad 3.1.1. Union bound dla kolekcjonera kuponow

Niech A; to zdarzenie polegajace na nieuzyskaniu i-tego kuponu po nln(n) + cn krokach

1 nln(n)+cn 1 —n(—1In(n)—c) 1
P(A;) = (1 - —) = (1 - —) < e Untnte) — —

n —-n e‘n
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Z wiemy, ze
P (U AZ-) => P(A
=1 =1

Niech ¢ = In(n), a wiec A; to zdarzenie polegajace na nieuzyskaniu i-tego kuponu po 2nIn(n)
krokach, a 2nln(n) < 2nH,, a wiec

P(X > 2nH,) < P(X >2nln(n (UA)_ 0 _1
en’n

3.2 Nierownosé Markowa

3.2.1 Definicja

Twierdzenie 3.2.1. Jesli X jest zmienng losowa, ktéra przyjmuje nieujemne wartosci to

E X
P(X >a) < X]
a
Dowadd. Niech I bedzie indykatorem
/ 1 gdy X >a
0 wpp.

Skoro X > 0to I < % Zatem

3.2.2 Rzuty moneta
Rzucamy n razy moneta - zliczamy liczbe ortow.

Jak bardzo mozemy ograniczy¢ prawdopodobienistwo otrzymania duzej liczby ortow? (Jest to
troche nieformalne, nie wiemy co doktadnie znaczy bardzo ani duza liczba ortow, ale jakies
przykladowe ograniczenie mozemy podac)

] 1, orzel za i-tym razem
Niech X; =

0 wpp

=E Z:Xi] = Z:E[X

Chcemy ograniczy¢ prawdopodobienistwo tego, ze w wiecej niz % rzutéw otrzymamy orta.
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7, Markowa:

5 2
P(X > .n)gizg

n

W oo
N[OV

Intuicyjnie ta warto$é powinna by¢ duzo mniejsza (i coraz mniejsza dla wiekszych n) ale Markow

daje formalne ograniczenie (chociaz jak wida¢ dosé stabe).

3.2.3 Kolekcjoner kuponéw

Sprobujmy uzy¢ nieréwnosci Markowa do oszacowania jako§ czasu zebrania wszystkich kupo-
néw. Niech X bedzie czasem zebrania wszystkich kuponéw. W sekcji pokazaliSmy, ze
E[X] =nH, =0O(nlnn)

Mozemy zatem skorzystaé¢ z nieréwnosci Markowa aby otrzymac

BX] 1

P(X > 2nH,) < _
(X =2n )_Qan 2

Nie jest to jakie$ szczegodlnie satysfakcjonujace oszacowanie — prawdopodobieristwo, ze musimy

” .. .. . . i -1,
czeka¢ dwa razy duzej niz tego oczekujemy moze wynosi¢ az 5 :(

3.3 Nier6é6wnosé¢ Czebyszewa

Nieréwnos¢é Markowa nie daje nam zbyt dobrych ograniczen, ale jesli jedyne co wiemy o zmien-

nej X to jej warto$¢ oczekiwana, to to jest i tak dobry wynik.

3.3.1 Definicja

Spodziewamy sie, ze jesli wiemy cos wiecej o rozkladzie X to mozemy lepiej szacowaé¢ pewne

prawdopodobienstwa.
Faktycznie, tak jest — w nieré6wnosci Czebyszewa przyjmujemy ze znamy wariancje.

Twierdzenie 3.3.1 (Twierdzenie 3.6 P&C). Dla dowolnego a > 0

P(IX —E[X]| > a) <

Dowadd. Korzystamy z nieréwnosci Markowa

P(IX — E[X]| > a) = P((X — E[X])* > a?) <
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3.3.2 Rzuty moneta

Rzucamy n razy moneta - zliczamy liczbe ortow.

1, orzet za i-tym razem

Niech X; =
0 wpp

a wiec, z nierownosci Chebysheva

p(x>2n :P(X—ﬁz@)gP(X—E\zﬁ)sizé
i 271 ]

3.3.3 Kolekcjoner kuponéw

Niech X7, ..., X, opisuja czasy czekania na i-ty kupon oraz X = > X, — laczny czas czekania.
Aby w ogole moc liczy¢ cos nieréwnoscia Czebyszewa potrzebujemy obliczyé Var[X].

Skorzystamy tutaj z bardzo wygodnego twierdzenia a nastepnie z [1.8.3] aby dosta¢

Var[X] = Z Var[X;]

:Xn:l—pi

2
=1 i

"1
<> 5

= i

n 2
n
:;(n—i—i-l)
"1
ZRQ'ZE

=1

2
s

<n?Z
6
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Teraz wktadamy to do nieréwnosci Czebyszewa:

Var[X] 72 1
P(X —nH,| 2 nH,) < < im = g = 0( )

Inn

3.4 Niero6wnos$é Chernoffa

3.4.1 Definicja
Laczymy ze soba dwie rzeczy — funkcje tworzace momentéw, oraz nieréwnosé Markowa.

Twierdzenie 3.4.1.

E etX
Viso : P(X > a) = P(e'* > ') < [em ]
oraz i
E
Vico: P(X <a) = P(e"* > e') < [i ]
e a

w szczegblnodci

P(X > a) < minso {Efﬂ }

Dowdd. Niezaleznie od tego jakie wartoci przyjmuje X oraz ile wynosi t to !X oraz e'® zawsze
beda dodatnie. Monotoniczno$é e!* przy ustalonym ¢ zalezy jedynie od znaku zatem przejscia

miedzy prawdopodobienstwami zachodza.

Ograniczenie gorne uzyskujemy korzystajac z nier6wnosci Markowa zastosowanej do (dodat-

nich) wartosci e*X oraz e'®. O

3.4.2 Rzuty moneta

Definicja 3.4.1. Prébami Poissona nazywany ciag zmiennych losowych Xi,..., X, dla
ktorych

Ponadto definiujemy
o= x] - X - X
Dodatkowo, jezeli V; jenpi = pj, to nazywamy to probami Bernoulliego.

Lemat 3.4.1. Niech Xj,...X, beda niezaleznymi probami Poissona oraz X = Y X;,u =
E[X].

Wtedy dla 0 < § < 1

_ 2
P(IX — | > op) < 2exp( ‘;5 )

Dowdad.
P(X —pu|>6p) <PX>1+6p)+P(X < (1—-0)u)
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]

Przyktad 3.4.1. Chcemy ograniczy¢ z gory prawdopodobienistwo, ze przy n rzutach moneta

. . . .. 3
wyrzucimy orla wigeej niz §n razy.

Niech Xi,..., X, - ciag niezaleznych prob Poissona oraz P(X; = 1) = p;. Niech p = E[X] =
>, pi- Niech 6 > 0 bedzie ustalone.

Liczymy z funkcji tworzacej:

My, (t) = E[¢"] = pie’ + (1 —p;) = 1+ pi(e' = 1) < P

7

7 niezaleznodci:

Stad mamy warto$¢ minimalna f dla t = ln(%) réwna — g

3 n
P(X > Zn) <e 20

3.4.3 Przypadki specjalne

Twierdzenie 3.4.2. Niech X, ..., X, beda niezaleznymi zmiennymi takimi, ze P(X; = 1) =
pi oraz P(X; =0) =1—p;. Niech X =>"" | X, oraz u = E [X]. Wtedy:
66 "
1. V550 P(X > (14+0)p) < (W)

ué?

2. Voo P(X = (1+0)p) <e 5
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Dowdd. Liczymy funkcje tworzaca

My, (t) = B[] = pie' + (1 = p;) =1+ pi(ef = 1) < epile=1).

7

Zatem
n n

Mx(t) = HMX(t) < Hep"(et_l) = e(e=1)n,

Ustalmy ¢ > 0, mamy

E [etx] e(et*l)“
et(1+5)ﬂ - et(l‘f"s)ﬂ ’

P(X > (1+)u) = P(etX > et(1+5)“) <

el+671

Niech ¢ = In(1+46) > 0. Wychodzi nam P(X > (1+d)u) < (W

pierwszej czesci.

m
) , co konczy dowod

Punkt drugi dowodzimy korzystajac z pierwszego, wystarczy pokazac, ze dla 6 € (0, 1] jest

65 52

— < e 3
(1+5)1+5 —

Logarytmujemy stronami, chcemy pokaza¢, ze 6 — (1 + d)In(1 + 9) + % < 0. Oznaczmy lewa
strone przez f(§). Liczymy pochodne:

s 1+0 2 2
fo)=1-1 1n(1+(5)—1+5—|—3(5——ln(1+5)+35,
nien 1 2
FO=-1r5ts

f'(0) = 0, a potem maleje do § = % (tam druga pochodna sie zeruje, przedtem ujemna), potem

rosnie, ale f'(1) < 0, wiec jest ujemna na calym (0, 1].
f(9) tylko maleje na (0, 1], wiec nier6wnosé dziata, bo f(0) = 0.

Dowodzac punkt trzeci zaktadamy R > 6u. Niech R = (1 + d)p, czyli § = % —1>5.

P(X > (1+6)u) < (#)M < (1%5)(1”)“ < (%)R .

]

Twierdzenie 3.4.3. Niech Xj, ..., X, beda niezaleznymi zmiennymi takimi, ze P(X; = 1) =
p; oraz P(X; =0) = 1 —p;. Niech X = > X;, u = E[X] Wtedy dla kazdego 6 € (0,1)
zachodzi:

1. PIX<(1-9)p) < (%)u
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2

2. PIX < (1=-9)p) < et
Dowdd. Dowod identyczny jak w poprzednim twierdzeniu, wybieramy ¢t = In(1 —9) < 0 i
korzystamy z tego, ze e~ * jest antymonotoniczne. Drugiego punktu ponownie dowodzimy liczac

pochodne i na ich podstawie dowodzac odpowiedniej nieréwnosci. O

Twierdzenie 3.4.4. Niech X;,..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie

prawdopodobienstwa P(X; = 1) = P(X; = —1) = 3. Niech X = 7" | X;. Dla kazdego a > 0
a2

mamy P(X > a) < e”2n. Zauwazmy, ze nie ma sensu rozwaza¢ tu odchylen multiplikatywnych,

bo E [X]| = 0.

Dowdd. Mamy E [¢'¥i] = 1™t + 1¢t.

Rozwijamy w szereg Taylora:

t2 7
e =1+t+—-+4...+=+

2 7!
t2 ztz
elt=1—t+—+.. +(_1)5

Z tego wynika

LG ENTE &

>0
gdzie w nieréwnosci wyciagneliSmy 2 z dwukrotnosci kazdej liczby od 1 do i, a pozostale

sktadniki zignorowaliSmy.
Zatem E [¢'*] =], E [¢?] < e,
Dostajemy P(X > a) = P(etX > et“) <1
wilismy ¢ = = > 0. [
Twierdzenie 3.4.5. Niech Y7, ..., Y, beda niezaleznymi indykatorami P(Y; = 0) = P(Y; = 1) =
2. Niech Y =31 Y;, p=E[V] = 2. Wtedy
2a2
L. Vaso P(Y 2 p+a) <e v

2. Vsso P(Y > (1 4+ 8)p) < e 00

Dowdd. Bierzemy Y; = *2t. Mamy P(X;=1) = P(X;=-1) = 1. Dla X = }!' | X; =
2Y — 2p mamy

oraz
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3.4.4 Estymacja parametru

Definicja 3.4.2. Mowimy, ze [p — d,p + 0] jest (1 — ) przedziatem ufnosci dla parametru p,
jesli P(p € [p—6,p+9]) > 1 — . Chcemy, zeby n,~,d byly mate, ale musi by¢ miedzy nimi

jakis balans.

Bierzemy z duzej populacji probke wielkosci n wybrang w sposéb jednostajny. p to nieznana
warto$¢ — szukane prawdopodobienstwo, ktore chcemy szacowaé (np. prawdopodobienstwo ja-
kiej$ mutacji genetycznej). Niech zmienna losowa X = pn oznacza liczbe wystapien tej mutacji

w naszej probce. Spodziewamy sie, ze jak n rosnie, to p — p.
Jeslip<p—4d,to X =np>n(p+0)=np- <1+;5_)> ]

Mamy E [X] = np, a wiec Czernow daje

P@%U%—&ﬁ+ﬂ>:P<X<”w( )) ( ( g))

‘d‘m
ol

<2 e_”p’(%f%

"=,

Pod koniec wzieliémy p = 1, bo daje najgorsze ograniczenie. W ten sposob zwigzaliSmy ze soba

wartosci n, v, d.

3.4.5 Problem Set Balancing

Mamy macierz n X m wypelniona wartosciami z {0, 1}.
aq o Q1

Ap1 ... Apm

Kazdy wiersz to jakas$ cecha osoby, kolumna to osoba. Chcemy przeprowadzié¢ jakies badanie, a
do tego potrzebujemy zrobi¢ grupe badawcza i kontrolna, ktore beda mozliwie identyczne (to

znaczy o podobnym zageszczeniu wszystkich cech).

Mnozymy te macierz A przez wektor b € {—1,1}™ (umieszczenie kolejnych oséb w jednej lub
drugiej grupie) i dostajemy wektor ¢, w ktorym beda roznice miedzy iloscia oséb z dana cecha

miedzy grupami. Chcemy, zeby norma ||¢]|  byta jak najmniejsza.
Wektor b wyznaczamy, losujac.

Twierdzenie 3.4.6. Dla losowego b (kazda wspolrzedna niezaleznie, jednostajnie z {—1,1})

zachodzi

P(l 48], > VamTun) < 2.

20
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Dowad. Niech i-ty wiersz a; = a;y ... a;, ma w sobie k jedynek. 7 = 2721 a;jb; jest suma k
zmiennych losowych, ktoére z rownym prawdopodobienistwem przyjmuja 11 —1.

—4mlinn

Mamy zatem P<|Zi| > V4mln n) < 22 < %, ostatnia nier6wnos¢ wynika z m > k.

Jest to ograniczenie dla jednego wiersza, dla wszystkich wierszy dostajemy z union bounda

ograniczenie 2 O

n"

ol



Rozdzial 4

Rozktad Poissona

4.1 Definicja

Definicja 4.1.1. Méwimy, ze zmienna losowa X ma rozktad Poissona z parametrem A\ jesli

Twierdzenie 4.1.1. Niech X ma rozktad Poissona z parametrem A. Wtedy

E[X] = A
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Dowad.

Twierdzenie 4.1.2 (Lemat 5.3 P&C). Jesli zmienna X ma rozktad Poissona z parametrem A

to
Mx(t) = exp(A(e' — 1))

Dowad.

W przedostatnim przejsciu korzystamy z faktu, ze >’ % = exp(z) ]

Twierdzenie 4.1.3 (Lemat 5.2 P&C). Jesli X ma rozktad Poissona z parametrem Ax a Y
rozkltad Poissona z parametrem Ay, a ponadto obie zmienne sa niezalezne to X +Y ma rozktad

Poissona z parametrem \x + Ay

Dowdd. Sa dwie $ciezki aby to pokaza¢ — pierwszy polega na przeliczeniu explicite P(X +Y =

23
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P(X+Y =n)= Z X=kNY =n—k)

Z =n—Fk)
e Mk e
k! (n—k)!
k=0

—“Ax—Ay X k yn—k
e MY Ay "nl

nl = El(n — k)!

—)\X Ay X
7)\)( /\y

_ T(AX + )"

Co daje nam rozklad Poissona z parametrem Ax + Ay. O

Dowdd. Pokazemy teraz bardziej elegancki dowdd korzystajacy z funkeji tworzacych momen-

tow.

Poniewaz X 1Y sa niezalezne to

M4y (t) = Mx(t) - My (t)
= exp(Ax(e' — 1)) -exp(Ay (e’ — 1))
= exp(()\X + )\y)(@t — 1))

Skoro rozktad zmiennej X +Y tworzony jest przez funkcje, ktora wyglada jak rozktad Poissona,

to musi by¢ ona rozkladem Poissona z parametrem Ay + Ay O

Twierdzenie 4.1.4. Niech X ma rozktad Poissona z parametrem . Wtedy
Var[X]| = A

Dowdd. Liczymy druga pochodnag Mx (t) = exp(A(e' — 1)) i wychodzi. O

o4
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4.2 Granica rozkladu dwumianowego

Twierdzenie 4.2.1. Ustalmy A. Niech X, bedzie rozkladem dwumianowym z parametrami

_ A
n,p=,

Wtedy

Dowad.

:(n—k—i—n}c) ..... n %-pk (1= p)" - (1—p)*
n k n—k+1):----- n
R A B

Biorac granice dostajemy:

AP M (n—kt1)---. 0k
hmP(Xn:k):“m(_'(l——) Anmheln (122 )
nmreo n—oo \ k! n nk n

—(Jz%n(l—;))'(sgﬁ ” (==

N
K

= e

Pokazemy teraz trudniejszy dowdd, ktory jest w ksiazce
Szanujemy swoich Czytelnikéw i udowodnimy prosty lemat, z ktorego skorzystamy.

Lemat 4.2.1. Dla dowolnego |z| < 1
ef(l—a2*)<1l+z<e”

Dowadd. Korzystamy z rozwiniecia Taylora dla e”

x _n
= X
=
n:
n=0
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1. Zacznijmy od gérnej nieréwnosci. W oczywisty sposob
2

1+m§1+x+%~l—...

2. Druga udowadniamy korzystajac z faktu, ze

o0
e’ = E
n=0

n

= . 1 1+
!S;x T 1z 1-—a?

| 8

3

Lemat 4.2.2. Dla n > 1 oraz x > —1 zachodzi

(1+2)">14+nx

Twierdzenie 4.2.2 (Twierdzenie 5.5 P&C). Ustalmy A. Niech X, bedzie rozktadem dwumia-
nowym z parametrami n, p = 2

n

Wtedy

oA
k' 1—pk

Wyglada do$¢ znajomo. Widzimy, ze w granicy to wyrazenie zbiega do

)\k
-
(& . y

o6
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To teraz oszacowanie dolne

P(X,=k) = (Z) (1= p)h

(n—k+1)k

> =pt

> (n—]/z—|+1)k e (1=p)"

> (=B (o)
o
_ —p(kk! + D))" (1— pA)?

Tutaj ponownie widzimy, ze skoro p — 0 to to wyrazenie zbiega do

k
6_>‘ . )\_

k!
Z twierdzenia o trzech ciggach wychodzi ze granica rozktadu dwumianowego to Poisson, niesa-

mowite. O
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4.3 Ograniczenia Chernoffa

Twierdzenie 4.3.1. Niech X bedzie zmienng o rozkltadzie Poissona z parametrem p. Wtedy:
1. jesli & > p, to P (X > ) < <an”

2. jeslix < p,to P(X <z)< e H(ep)”

xT

. 21 66 ILL
3.jeslio >0,to P(X>(1+d)p) < (W)

AT e~ 9 "
4. jesli0< o< lto P(X <(1—-0)pu) < (m)

Dowdd. Niech t > 0,z > pu. Mamy

tX .
P (X Z .',U) S ]E |:6 i| — e/l«(ef’fl)ftx S 6#%*#*111(%)3: _ 6_'” . (%) 7
Xz

gdzie podstawiliémy ¢ = In (ﬁ) > (. Drugi punkt robi sie identycznie, wtedy mamy In (ﬁ) < 0.

Trzeci i czwarty punkt sa po prostu podstawieniem do poprzednich. O

o8
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4.4 Aproksymacja Poissona

Czasem mamy do czynienia ze zmiennymi, ktore pojedynczo zachowuja sie grzecznie, ale jako

calosé sa powigzane w sposob, ktory istotnie utrudnia ich analize. Z pomoca przychodzi Aprok-

symacja Poissona, w ktorej uniezaleznimy wszystkie zmienne, a nastepnie bedziemy analizowaé

ich zachowanie pod pewnymi warunkami.

Bardziej formalnie opisuje to ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 4.4.1 (Twierdzenie 5.6 P&C). Niech

XM x®

n

opisuja (faktyczne) rozmieszczenie k kul w n urnach.

Ponadto, niech
DRI W0

n

beda niezaleznymi zmiennymi z rozktadem Poissona z parametrem A =

Wtedy

Vo o P(X =y X = k) = P(Yl(m) = Y =k | SV = k)
=1

Dowad. Policzmy najpierw lewa strone réwnosci

1 k k—k
(k) _ k) __ o 1
P(x| —kl,...,Xw_kn)_m(kl).( N )

()

Policzmy teraz prawa strone

P<Y1(m) =k A A = k:n>

PV =k, Y =k, | YV =k | =
( ; P(SY™ =)

Korzystamy z faktu, ze nasze zmienne sa niezalezne, oraz suma n Poissonéw z parametrem

29
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A = 2 ma rozklad Poissona z parametrem m

- ﬁ D U N S e Ak
-\ 11e T e Y N T

n

Po obu stronach wyszto to samo, fajnie. O]

Skoro umiemy zamienia¢ kule i urny na warunkowe Poissony to fajnie byloby co$ umieé¢ o nich

powiedziec.

Twierdzenie 4.4.2. Niech f(z1,...,x,) bedzie funkcja zwracajaca nieujemne wartosci. Wtedy
B[r(x(,. xt)] < evim B[ (v, vim)]

Dowdad.

B[f(Y, )] = SE[ (V) | SV k] P — k)

k=0

2 Es (17 ) | =] (S = m)
~E[s (" X))
> E:f(Xl(’"),...,Xém)))] : e\%

4.4.1 Kule i urny

W twierdzeniu [1.11.1] pokazalidémy, ze gérne ograniczenie na liczbe kul w najciezszej urnie to z

duzym prawdopodobienistwem O (hﬁfn) .

Teraz pokazemy, ze dolne ograniczenie to z duzym prawdopodobienistwem Q(lﬂfn)

Twierdzenie 4.4.3 (Lemat 5.12 P&C). Dla wystarczajaco duzego n, jesli wrzucamy n kul do

n urn to prawdopodobienstwo, ze najciezsza urna zawiera co najwyzej M = “3% kul wynosi

" Inlnn

€O najwyzej %

Dowdd. Rozwazmy te sytuacje w modelu Poissona — liczba kul w ustalonej urnie ma rozktad

Poissona z parametrem A = = = 1.
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W takim razie, prawdopodobieristwo, ze ustalona urna zawiera co najmniej M kul wynosi

Prawdopodobienstwo, ze kazda urna zawiera mniej niz M kul wynosi zatem co najwyzej

(1-2m) <o)

Z faktu, ze 1 —x < e™".

Jesli nasze M jest na tyle fajne, ze zachodzi

(7)< 7
e e — R
*P eM!/ — n?

to wtedy na mocy twierdzenia prawdopodobienistwo, ze w prawdziwym modelu kazda

urna ma mniej niz M kul wynosi co najwyzej

ev/n

1 1
._2<E

Inn
Inlnn

Pozostaje pokazaé, ze M = jest wystarczajace dla duzych n.

Bierzemy zatem obustronnie logarytm z zadanego warunku

n
n

n

> M!
2¢lnn —

Znowu bierzemy logarytm obustronnie (bo mozemy, lol)

Inn —Inlnn —In(2e) > In(M!)

Wykorzystamy teraz magiczne oszacowanie

M! < em(%)M SM(%)M
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i dostajemy

In(MY)<InM+MInM—-M
=M-((Inlnn) — (Inlnlnn))+InM — M
=(M-(Inlnn) — M) — (M- (Inlnlnn) —In M)
=(Inn—M)— (M- (Inlnlnn) —In M)

Teraz korzystamy z faktu, ze In M € o(M - (Inlnlnn))

Inn
Inlnn

[ jeszcze korzystamy z faktu, ze (Inlnn)? € o(lnn) a zatem Inlnn € 0( ) Mozemy wiec

Inn

s na Inlnn + In2e

zamienicé

<lIlnn—Inlnn —In(2e)

czyli nasze M dziata. Uff. m

4.4.2 Kolekcjoner kuponéw

Myslelidcie, ze poprzedni dowod byl brzydki i miat duzo obliczen? No to teraz wyrzuci Was ze

skarpetek, bo ten dowod bedzie jeszcze gorszy.

Twierdzenie 4.4.4. Niech X bedzie liczbg zebranych kuponéw az do zebrania wszystkich n
rodzajow. Wtedy dla dowolnej stalej ¢

lim P(X >nlnn+cn)=1—¢e"

n—oo

Dowdd. O zbieraniu kuponéw mozemy mysleé¢ jak o wrzucaniu kul do urn — wrzucenie kuli do

odpowiedniej urny odpowiada zebraniu odpowiedniego kuponu.

Bedziemy zatem liczy¢ prawdopodobienstwo, ze po wrzuceniu m = nlnn + cn kul do n urn

jaka$ urna nadal pozostaje pusta.

Rozwazmy ten problem w modelu Poissona, a potem pokazemy jak wyciagna¢ z tego wynik

dla rzeczywistego modelu. Mamy zatem A = = =Inn +c

Prawdopodobieristwo, ze ustalona urna jest pusta wynosi

—C

A0 e
e )\'_:e (Inn+c) _

0! n

Poniewaz w modelu Poissona urny sa niezalezne to prawdopodobienistwo, ze zadna urna nie
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jest pusta (czyli kazda ma co najmniej jedna kule) wynosi
(=)
n

Nazwijmy to zdarzenie £. Z powyzszego faktu mamy

lim P(&) =e* "

n—0o0

Wszystko fajnie i w ogole, ale my bysmy chcieli dosta¢ rzeczywiste prawdopodobieristwo &, kto-
rego nie mozemy sobie tak po prostu przenies¢ z Poissona na rzeczywisty model, bo pamietamy
z twierdzenia [4.4.1] ze wolno nam jedynie przej$é¢ rownoscia warunkowa tj. P(€ | X = m), a

tego nie znamy.

Aby sobie z tym poradzié¢ rozbijemy nasze zdarzenie £ na dwie czesci. Ustalamy § = vmInm

i rozbijamy za pomocg prawdopodobienstwa calkowitego:

PE)=PEI||X—m| <) -P(|X—m|<0)+PE||X—m|>6)--P(X —m|>9)

Teraz chcemy pokazaé¢ dwie rzeczy. Po pierwsze, ze drugi sktadnik jest pomijalnie maly (zbiega
do zera). Po drugie, ze pierwszy skltadnik zbiega do P(€ | X = m) czyli tego co prébujemy

obliczy¢.
1. Szacujemy P(|X — m| > §) przy pomocy nieréwnosci Czebyszewa.

Poniewaz X ma rozktad Poissona z parametrem p = m to
Var(X|=pu=m

W takim razie z nier6wnosci Czebyszewa

Var[X] m 1
I < — —
P(|X —m| > ) 2 = oTam 1 mEO(l)

2. Szacujemy réznice miedzy tym czego szukamy a tym co mamy:
[P(E|[X —m|<6)—P(E|X =m)
Zauwazamy dos¢ naturalny fakt — im wiecej kul wrzucamy tym wicksza szansa na to, ze
kazda ma jakas kule. Innymi stowy

PE|X=m)>PE|X=m-—2d)
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oraz

PE||IX—m| <) <PE|X=m+5)
Mozemy zatem zastapi¢ odpowiednie wyrazenia przez ich oszacowania aby dostac¢ stabsze
ograniczenie:
IPE|IX—m|<§)—PE|X=m)|<PE|X=m+§)—-PE|X=m-9)
Wyrazenie po prawej stronie oddaje sytuacje, kiedy wrzuciliSmy m — ¢ kul, ale nadal jakas
urna pozostaje pusta, natomiast po dorzuceniu kolejnych 26 kul zostata ona zapelniona.

Prawdopodobienstwo, ze konkretna kula trafi do konkretnej pustej urny wynosi %, zatem

prawdopodobieristwo, ze jaka$ kula trafi do tej urny jest ograniczone przez union bound:

P(S\X:m+6)—P(6]X:m—é)g%ézz—vmlnm:Z mInm

n n?

Przypominamy sobie, ze m = nlnn + cn, zatem mInm € o(n?). W takim razie nasze

oszacowanie zbiega do zera, a co za tym idzie, szacowana réznica tez.

Korzystajac z powyzszych faktéw, dochodzimy do wniosku, ze

ILm PE)Y=PE||IX—m|<0)-P(|X—m| <)+ PE||X—m|>0)- -P(|X —m|>0)
= le PE|IX—m|<0)-(1—0(1))+PE||X—m|>0)-0(1)
= lim (P(E| X =m)+o0(1))-(1—o0(1))
n—oo
=PE| X =m)
A to jest doktadnie to co chcieliSmy pokazac. O]
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Rozdzial 5

Lancuchy Markowa

5.1 Definicje

Definicja 5.1.1. Procesem stochastycznym nazywamy dowolny zbiér zmiennych losowych
{X; :t € T}. Zwykle t oznacza moment w czasie, a X; jest stanem tego procesu w czasie t.
Zbior stanéw czesto oznaczany jest jako S.

Mowimy, ze proces jest skonczony, jesli zmienne X; przyjmuja skonczenie wiele wartosci.

Proces jest takze dyskretny, jesli zmienne te przyjmuja wartosci ze zbioru przeliczalnego.

Definicja 5.1.2. Proces jest z czasem dyskretnym, jesli T jest przeliczalne (najczesciej
T =N).

Definicja 5.1.3. Lainicuchem Markowa nazywamy proces stochastyczny z czasem dyskret-

nym {X;},.y dla ktorego

1. dla kazdego ¢ > 0 oraz (ay, . .., a;) takiego, ze P(N_, Xi = a;) > 0 zachodzi
t
P<Xt+1 =y | ﬂXi = Cbi) =P(Xpp1 =y | Xe = @)
i=0

2. dla kazdego t > 01i x,y € S zachodzi

P(Xt+1 =T | Xt:y) =P(X; =2 | Xi1=y)

Whasciwosé 1. moéwi nam, ze aby dostaé¢ rozktad zmiennej X; wystarczy, ze znamy rozktad
zmiennej X; i tzn. tancuch Markowa jest bez pamieci. Warto zauwazy¢, ze nie oznacza to,
ze X, jest niezalezne od X; o, X; 3,... — jest, ale cala ta zalezno$é jest zawarta w zaleznosci

od stanu X;_;.

Za wtasciwos¢ 2. moéwi nam, ze bez znaczenia na czas, prawdopodobienstwo przejscia z okre-

Slonego stanu = do stanu y jest zawsze takie samo.
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Warto zaznaczy¢ ze niektore zrodla definiuja tanicuchy Markowa jako procesy spetniajace wy-
tacznie wlasciwoéé 1., a procesy speliajace 1. oraz 2. nazywaja tancuchami Markowa czasu
homogenicznego, jednak na probabilu dla uproszczenia terminologii uzywamy powyzszej defi-

nicji.

Definicja 5.1.4. Oznaczamy dalej p;; = P(X; = j | Xi—1 = 1).

Macierzg przejscia nazywamy macierz P zadang wspotczynnikami p;;.

Definicja 5.1.5. p;;(n) = P(X, =j | Xo =1)

Definicja 5.1.6. Rozkladem stacjonarnym nazywamy wektor 7 taki, ze 7 = 7P oraz

dmi=1

Intuicyjnie rozktad stacjonarny opisuje jak czesto asymptotycznie odwiedzamy kazdy ze standéw
niezaleznie od tego skad zaczeliSmy. Rozktad stacjonarny nie zawsze istnieje - np. tancuch na

liczbach naturalnych, taki, ze p(n,n+1) = 1 w oczywisty sposob nie ma rozktadu stacjonarnego.

Twierdzenie 5.1.1. Istnienie rozkladu stacjonarnego Niech z € S, 7, = (7., )yes. Dodatkowo
niech

E.[A] =E[A | X, = 7]

P.(A) =P(A| Xy = 2)

Toy = E,[liczba wizyt w y przed pierwszym powrotem do z| = Z P.(X;=yAT) >1t)
=0

Dla z € S,E.[Tf] < oo zachodzi:

e T, =T,
o T=¢ 7[???*} jest rozkladem stacjonarnym

Dowdd. Druga czeé¢ prosto wynika z pierwszej, poniewaz oczywiscie z definicji 7., mamy

Z Ty = E.[T)]

yeS
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Pozostaje nam wiec tylko udowodni¢ cze$¢ pierwsza

Y Toabey =YY PAXi =2 AT > t)pa,

€S €S t=0
%

= PXpp =y ATS >t +1)
t=0

=Y P.(X,=yATS >1)

t=1
= Toapey —Po(Xo =y AT >0)+ ) P(Xy=yATS =t)
t=1
= mpz,y - PZ(XU - y) + PZ(‘XVT;L = y)

= Tz,2Pzy

P.(Xo = y) = P.(X;+ = y) poniewaz oba sa indykatorami = = y. O

Twierdzenie 5.1.2. Skoiiczony, nieprzywiedlny tanicuch Markowa ma unikalny rozktad sta-

cjonarny

Dowdd. Wezmy rozktady stacjonarne 7, ¢. Ustalmy x € S taki, ze % jest najmniejsze (mozemy

to zrobi¢, poniewaz tancuch jest skoriczony). Z definicji rozktadu stacjonarnego

Ty = Z'ﬂ'ypyw = Z g_quypy,x > Z %stpy,x = % Z bepy@ = %Qﬁx = Ty

yes yeSs yeSs x yeSs x

To, ze po obu stronach mamy to samo méwi nam, ze powyzsza nieréwnos¢ to tak naprawde

rownosé. W takim razie wiemy, ze

Ty _ M

Vypya>0 — =
Y,Py,x ¢y ¢1-

Widzimy wiec, ze wszystkie stany z ktorych da sie bezposrednio doj$é¢ do = maja taki sam iloraz
7 do ¢. Mozemy nastepnie analogicznie pokazac¢, ze wszystkie stany z ktorch da sie dojsé w
2,3, ... krokach do = maja taki sam iloraz. Poniewaz taricuch jest nieprzywiedlny i skoriczony,
z kazdego stanu da sie dojs¢ w skonczonej liczbie krokow do x. W takim razie wszystkie stany
maja taki sam iloraz, a wiec

T
T=—¢

o
Awigcm=¢,bo ), omi=3 q0i=1 O
Twierdzenie 5.1.3. Kazdy skoriczony, nieprzywiedlny taricuch Markowa
1. Ma unikalny rozktad stacjonarny m = (m;)ies

2. VieS T, = —E[TﬂlXo:i]
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Dodatkowo, jesli taricuch jest nieokresowy

3. Vijeslimy o pj,i(t) =T

Dowadd. Punkt 1. udowodnilismy przed chwilg. Po chwili zastanowienia, punkt 2. prosto z niego

wynika. Dla danego i, z twierdzenia wiemy, ze istnieje rozktad stacjonarny m w ktorym

YR P(X =i AT > | Xg=1) 1
- E[T7 | Xo = 1 TET %o -]

Uy

Poniewaz rozktad stacjonarny jest unikalny, to jest to prawdziwe dla kazdego 1.

Za to do dowodu punktu 3. bedziemy potrzebowali wiecej narzedzi i mozna go znalezé w

1231 O

Cwiczenie 5.1.1. Niech dana bedzie macierz ) wymiaru n x n, taka, ze suma warto$ci w

kazdym wierszu wynosi 1. Rozwazmy tanicuch Markowa na n stanach zadany ta macierza.
1. Czy ma on rozktad stacjonarny?
2. Co jesli wszystkie warto$ci macierzy sa dodatnie?

3. Co jesli dodatkowo suma wartosci w kazdej kolumnie wynosi 17

Dowad. 1. Nie. Laincuch zadany macierza

o

nie ma jednoznacznego rozktadu stacjonarnego.

2. Tak

3. Tak, a ponadto 7 = [%, ceey %}

Definicja 5.1.7. Okres Stanu Niech i € S.
Definiujemy:
T (@) = (t > 1pu(t) > 0)

Czyli zbior takich t, ze jesteSmy w stanie dojs¢ z ¢ do ¢ w t krokach.

Okres stanu ¢ definiujemy jako o(i) = ged(7 (i)).
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N

Rysunek 5.1: Stan z ma okres 1
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5.2 Klasyfikacja stanow

Definicja 5.2.1. Stan ¢ jest pochlaniajacy jesli p; = 1.

Definicja 5.2.2. Stan j jest osiggalny ze stanu ¢ jesli istnieje n > 0 takie, ze p;j(n) > 0.
Zapisujemy ¢ — j.

Definicja 5.2.3. Stany ¢ oraz j sa wzajemnie skomunikowane jesli ¢ jest osiagalne z j oraz

7 jest osiggalne z i. Zapisujemy i <> j.

Lemat 5.2.1. Relacja skomunikowania jest relacja réwnowaznosci.

Dowdd. Rozwazamy trzy warunki bycia relacja rownowaznosci

1.i<d
Mozemy dojsé¢ z ¢ do ¢ w 0 krokach — p;;(0) =1
2,106 = J 1
Koniunkcja jest przemienna, mozemy zatem zamienié¢ kolejnos¢ warunkow w definicji.

i Nk = ik
Skoro i <+ j to mamy n dla ktorego P;;(n) > 0.

Podobnie mamy m dla ktérego Pj,(m) > 0.
W takim razie p;z(n 4+ m) > p;j(n) - Pjr(m) > 0 zatem k jest osiagalne z i.
Analogicznie pokazujemy, ze i jest osiggalne z k, czyli stany te sa skomunikowane.

]

Dodatkowo w grafie skierowanym klasy rownowazno$ci relacji <+ tworza silnie spojne sktadowe.
Definicja 5.2.4. Stan ¢ jest nieistotny jesli 3, :4 = jAj =1

Definicja 5.2.5. Lancuch jest nieprzywiedlny (nieredukowalny) jesli wszystkie stany sa

parami skomunikowane. Wtedy jego graf skierowany jest silnie spojny.

Definicja 5.2.6. Stan i jest okresowy jesli o(i) > 1, czyli jego okres jest wiekszy od 1.
Lancuch jest okresowy jesli posiada co najmniej jeden stan okresowy. Stan lub tancuch, ktore

nie sa okresowe nazywamy nieokresowymi.

Lemat 5.2.2. W nieprzywiedlnym tancuchu Markowa wszystkie stany maja ten sam okres.

Dowdd. Niech i,j € S - dwa stany taricucha.

Z nieprzywiedlno$ci mamy:

Hlpﬂ(l) >0
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Niech n € T(j)
pi(m +n+1) > pii(m) - pjj(n) - pi(l) >0

pii(m +1) = pij(m) - pji(l) >0
To znaczy chcemy doj$é z ¢ do + w m + n + [ krokach, wiec mozemy i§¢ z i do j,z jdo jizj
do 2. W drugim przypadku pomijamy n krokéw z j do j.

m+n+1leT(i) = o(i)m+n+l

m+1eT() = o(i)jm+1
= o(i)[n = o(i) < o(j)

Analogicznie dowodzimy w drugg strone, otrzymujac réwnosc. O]

Lemat 5.2.3. Jesli (X; |t € N) jest nieokresowym (okres jest rowny 1) i nieprzywiedlnym

tancuchem Markowa, to:

Vi jes3ng VnznoPij(n) > 0

Dowdd. Lemat Schura:

1€[r]

Niech i,7 € S

Z lematu Schura mamy:

ElmovamoEerl,ml,...,mTGT(j),ll,...,lTGN : E lzmz =m
i€(r]

pii(m) = [ psslima) > T pis(ma) >0
i€(r] i€(r]
Z kolei z nieprzywiedlno$ci mamy:

Z—)j — Hml :pij(ml) >0

Niech ng = mg + my

VnsnoPij () > pij(ma)pjj(n —my) >0

Definicja 5.2.7. Definiujemy piewszy czas pojawienia sie w j jako:

T; =min(n € N | X,, = j)
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T;F = min(n € N | X, = j)
W drugim przypadku pomijamy stan poczatkowy n =0

Definicja 5.2.8. Definiujemy prawdopodobienistwo pierwszego spotkania w zadanym

momencie f;;(n) jako

fisn) =P(Xo, =jAXp 1 #j.. X1 #j| Xo=1)=P(T} =n| Xy =1)

Definicja 5.2.9. Definiujemy prawdopodobieristwo pierwszego spotkania f;; jako

fij = Zfij(n) = P(T}" < oo | Xo =1)
n=1

Definicja 5.2.10. Stan ¢ jest powracajacy (rekurencyjny) jesli fi; = 1, a chwilowy jesli

fm’ < 1.
Mowimy, ze taricuch jest rekurencyjny jesli kazdy jego stan jest rekurencyijny.

Definicja 5.2.11. Definiujemy czas pierwszego spotkania
T,;=min{n e Ny | Xo=iA X, =j}

dodatkowo _
B[Ti) = B[T}" | Xo=i] = > _nP(Tf =n|Xo=i)
n=1

Definicja 5.2.12. Stan powracajacy i jest dodatni jesli E[T; ;] < oo, w przeciwnym wypadku

jest zerowy.

Przyktad 5.2.1. Niech zbiér stanéw S = N; oraz niech

?

1+1

1

P(Xj+1=1|Xj:i)=Z+1

i
il
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1
fii=P(T <oo| Xo=1) =1~ m P(T > 1| Xo=1) =1~ lim —— =1

- O 1 t—1 1 o
E[TU]:ZtP(Tf:”XO:Z):Zt<§'”7t+1): ir1 >
t=1 —1

t=1

Z fi1 = 1stan 1 jest powracajacy, a z E[T1 1] — oo jest zerowy.

)

Twierdzenie 5.2.1. W skoriczonym, nieprzywiedlnym tancuchu Markowa zachodzi

Dowad. Nieprzywiedlno$é oraz skonczonosé daja nam

E|r>0,s>0 vx,yES Elje[r] px,y(j>>€

Mimo tego, ze linia ta moze poczatkowo byé¢ trudna do przetworzenia, jest caltkiem prosta.
Nieprzywiedlnos¢ méwi nam ze dla kazdego (z, ), y jest osiagalne z x, a wiec 3,,  ps,(n) > 0.

Nasze r to po prostu maksimum po tych n dla wszystkich par (z,y), a € to minimum z wartosci

Pay(n).
Nastepnie chcemy pokazad, ze
P(T.) > kr| Xo=2) <P, > (k—1)r| Xo=2)(1—¢)

Dlaczego tak jest? Ot6z wiemy, ze dla kazdej mozliwej wartosci 2 = Xx_1), zachodzi Jjep  p.y((F—
1)r +j) > ¢, a wiec z prawdopodobieristwem przynajmniej ¢ odwiedzimy y w nastepnych r
krokach. W takim razie, jesli T, > (k — 1)r, to P(T,7 < kr) > ¢, a wiec prawdopodobienistwo

tego, ze nie dojdziemy do y jest ograniczone od gory przez 1 —e, co daje nam nasza nier6wnosc.
Nastepnie, poprzez prosta indukcje mozna pokazaé, ze
P(Tf > kr | Xo=1) < (1—¢)*

Teraz, przechodzac do finalnego dowodu

E(T,,] = E[T, | Xo = x]
ZP(T; >t| Xy =2z)
t=0
< ZT’P(T; > kr | Xo=x)
k=0
<ry (1—¢)F
k=0
< 00
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m
Definicja 5.2.13. Stan jest ergodyczny jesli jest nieokresowy i pozytywnie rekurencyjny.
Lancuch jest ergodyczny jesli kazdy jego stan jest ergodyczny.
Lemat 5.2.4. W skoniczonym procesie Markowa:
1. istnieje co najmniej jeden stan rekurencyjny

2. kazdy stan rekurencyjny jest pozytywnie rekurencyjny

Dowdd.

1. Zalézmy nie wprost, ze wszystkie stany sa chwilowe.

Niech Yi,...,Y, beda zmiennymi losowymi liczacymi liczbe powrotéw do kazdego ze

stanow.

Zmienne te maja rozktad geometryczny — jesli wychodzimy z i-tego stanu to z prawdo-

o, i, wracamy kiedys do ¢ (co liczmy jako porazke) a z prawdo-

podobieristwem p = Y

podobieristwem 1 — p nigdy juz nie wracamy do tego stanu (co liczymy jako sukces).

Poniewaz z definicji p < 1 to 1 — p > 0 zatem

Z drugiej jednak strony tancuch trwa nieskonczenie dtugo, czyli

Zn =ZE[YA

oo =E

co nam daje sprzecznosc.

Z lematu tego wysuwamy ponizszy wniosek:
Lemat 5.2.5. Skonczony, nieredukowalny, nieokresowy taricuch Markowa jest ergodyczny
Lemat 5.2.6. Jesli stan z jest rekurencyjny to wszystkie stany w tej samej klasie skomuniko-

wania rowniez sa rekurencyjne.

Dowdd. Wybierzmy dowolny stan y w tej samej klasie skomunikowania co x. Pokazemy, ze jest

on rekurencyjny.

"Wynika to z m
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Rozwazmy zachowanie naszego tancucha na stanach x oraz y. Mozliwe jest kilka zdarzen:
1. Wychodzac ze stanu x wracamy do x zanim napotkamy y — z prawdopodobieristwem p

2. Wychodzac ze stanu x zanim wrécimy do = to napotykamy y

Poniewaz x jest rekurencyjny to to zdarzenie ma szanse 1 — p
3. Wychodzac ze stanu y wracamy do y zanim napotkamy x — z prawdopodobienstwem ¢
4. Wychodzac ze stanu y napotkamy z zanim wrocimy do y — z prawdopodobienistwem r
5. Wychodzac ze stanu y nigdy nie wracamy ani do x ani do y — z prawdopodobienstwem s

Oczywiscie ¢ + r + s = 1 bo zdarzenia te wyczerpuja wszystkie mozliwe zachowania taricu-

cha. Ponadto ze skomunikowania mamy 1 —p > 0,7 > 0 Ponizej przedstawiamy graficzna

1-p }

reprezentacje opisanych zdarzen.

t "\

Rysunek 5.2: Tlustracja przejs¢ miedzy mozliwymi sytuacjami

Jak sie dobrze przyjrzymy to dojdziemy do wniosku, ze s = 0. Dlaczego ? Bo inaczej z praw-
dopodobienstwem co najmniej (1 — p) - s wychodzac z x nigdy juz do niego nie wrocimy, co jest

sprzeczne z zatozeniem ze jest on rekurencyjny.

W takim razie s = 0, a co za tym idzie r = 1 — ¢, mozemy zatem uprosci¢ nieco nasz rysunek:

1-p }
[

Rysunek 5.3: Tlustracja przejs¢ miedzy mozliwymi sytuacjami po uproszczeniu

Aby pokazaé, ze y jest rekurencyjny pokazemy, ze prawdopodobieiistwo na to, ze wychodzac z
y od pewnego momentu nigdy juz nie wrocimy do y jest zerowe. Do y nigdy nie wracamy, jesli

po skoriczonej liczbie krokow trafiamy do x a nastepnie nigdy juz nie wracamy do y.
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Innymi stowy przechodzimy nieskorniczenie wiele razy po petli + — z za kazdym razem z

prawdopodobienistem p, a szansa na takie zdarzenie wynosi lim,, ., p" =0

76



MPI 7

5.3 Spacery losowe

Definicja 5.3.1. Spacerem losowym na nieskierowanym grafie G nazywamy tancuch Mar-
kowa, ktorego stany odpowiadaj@ wierzchotkom grafu. Prawdopodobienistwo przejécia ze stanu

v do stanu u wynosi gdy (v,u) € Ei0 w przeciwnym przypadku.

deg

Twierdzenie 5.3.1 (Lemat 7.12 P&C). Spacer losowy na grafie G jest nieokresowy wtedy i
tylko wtedy gdy G nie jest dwudzielny

Dowdd. (=) Jesli G jest dwudzielny, to do kazdego wierzchotka v mozna wroci¢ tylko po

parzystej liczbie krokow, bo co krok zmieniamy strone, po ktorej jestesmy.

( <= ) W niedwudzielnym G musi istnie¢ nieparzysty cykl. Niech v lezy na tym cyklu. Z jednej
strony mozna wyj$¢ do dowolnego sasiada v i wrocié, co da p,, (2) > 0, a z drugiej mozna przejsé

calym cyklem, czyli p,, (2k + 1) > 0. Zatem okres v (czyli calego spaceru) to 1. ]

Twierdzenie 5.3.2 (Lemat 7.13 P&C). Spacer losowy na spojnym, niedwudzielnym grafie G

deg(v)
2|E]

posiada rozktad stacjonarny @ w ktéorym m, =
Dowadd. Pokazemy, ze tak zadane 7 faktycznie jest rozktadem stacjonarnym. Mamy

d(v)
Z ™= 5 (G) Z d(v

veV (G veV(Q) veV(G)

a wiec faktycznie jest to rozkltad. Mamy tez

_ d(w) 1 dv) _
Z M P = ) OE(G) d(u) 2E(G)

ueV (G ueN (v)

gdzie drugie przejscie to zastosowanie okreslenia macierzy P dla spaceru. O

Definicja 5.3.2. Czas pokrycia grafu G to chwila (indeks tancucha Markowa), w ktorej spacer

odwiedzil juz kazdy wierzcholek. Taka zmienna losowa oznaczamy Cg.

Lemat 5.3.1. Dla kazdej krawedzi uwv w grafie G zachodzi E [r,,] + E [r,,] < 2E (G).

Dowdd. Majac graf G bedziemy tworzy¢ tancuch Markowa na krawedziach skierowanych. Roz-
wazamy skierowany graf D, ktory jest grafem GG, w ktérym kazda krawedz zostata przedstawiona
jako dwie krawedzie skierowane. Stanem tancucha bedg krawedzie, a z zadanej krawedzi bedzie

mozna przej$¢ do krawedzi wychodzacych z jej korica (z rownym prawdopodobieristwem).

W takim 1aﬁcuehu rozktad jednostajny m,, = QE%G) jest stacjonarny. Po pierwsze ZUUGE (D) Tuv =
ZuveE(D) "G = 1, wiec jest to rozktad. Mamy tez
1 d (u) 1
Z 7Twu = : = = Tuw,
d(u) 2E(G) 2E(G)

weN (u)
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gdzie uv jest pewng krawedzia w D. Z tego wynika, ze rozklad jest stacjonarny.

Ograniczana wartos¢ E [ry,] + E [r,,] jest oczekiwana liczba krokéw w spacerze u — v — u. W
grafie D mozna patrzeé¢ na spacer z krawedzi vu do vu. Idzie on tak samo jak przejscie z u do v
i z powrotem do u, ale ma ustalona krawedz, ktora trzeba wrocié do u. Zatem bedzie dtuzszy

od zwyktego spaceru po wierzchotkach i mamy

E [ruw) + E [row] < E [Foue] = — =2E(G).

ﬂ-'U’lL

O

Twierdzenie 5.3.3 (Twierdzenie 7.15 P&C). Czas pokrycia grafu G = (V, F) jest ograniczony
od gory przez 2|E| (|[V| —1).

Dowdd. Niech T bedzie drzewem rozpinajacym G. Przejdziemy po jego wierzchotkach w kolej-
nosci DFSa. Niech vy, vy, ..., vgv|—2 beda kolejnymi wierzchotkami odwiedzonymi przez DFSa.
Oczekiwany czas pokrycia grafu jest ograniczony przez oczekiwany czas kolejnego odwiedzania

wierzchotkéw wypisanych w takiej kolejnosci. Zatem

2lV|-3
E(Ca] < Y Efrunn] = 3 Elrn) +El] <2[E]- (V] - 1).

xzyeT

5.3.1 Cwiczenia

Cwiczenie 5.3.1. Mysz i kot niezaleznie od siebie w sposob losowy biegaja po spéjnym,
nieskierowanym, niedwudzielnym grafie G. Pokaz, ze oczekiwany czas spotkania jest O(m?n)

gdzie n to liczba wierzchotkow, a m liczba krawedzi.

Rozwaz graf stanéw G’ ztozony z par wierzchotkow.

Dowdd. Wyznaczamy Sciezke ztozona z O(n) wierzchotkéw w grafie G’ takich, ze wierzchotek
poczatkowy to wyjsciowe pozycje myszy oraz kota, a wierzchotek konicowy to stan, w kto-
rym oba zwierzeta sa w tym samym wierzchotku. Oczekiwany czas przejscia miedzy kolejnymi

stanami jest ograniczony przez 2|E(G")| zatem oczekiwany czas przejscia to O(n - |E(G')|)
Pozostaje pokazac, ze |E(G')| < m? oraz jak konstruujemy te Sciezke.

Zacznijmy od pokazanie, ze |E(G’)| < m? Rozwazmy krawedz ((a,b), (d/,V')) w grafie G'.
Widzimy, ze odpowiada ona istnieniu pary krawedzi (a,a’), (b,b') w grafie G Poniewaz kazda

krawedz z G’ jest tworzona przez unikatowa pare krawedzi z G to |E(G')| < m?.

Jak natomiast konstruujemy nasza Sciezke? Korzystamy z faktu, ze graf nie jest dwudzielny i

wybieramy w nim dowolny cykl nieparzysty. Prowadzimy mysz i kota najkrotszymi Sciezkami
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do momentu az oba wyladuja na cyklu. Jesli ktére§ zwierze znajdzie sie tam wczesniej to po

prostu kazemy mu chodzi¢ dookota. Pesymistycznie musimy przejsé¢ po n stanach w ten sposéb.

Nastepnie kierujemy zwierzeta w przeciwnych kierunkach i wykonujemy 2n krokéw po cyklu.
Poniewaz cykl ten jest nieparzysty i ma dlugosé co najwyzej n to na pewno po drodze bedzie

moment w ktéorym oba zwierzeta sa w jednym wierzchotku.

Lacznie zatem wykonujemy O(n) krokow, a ograniczenie na przejscie do kolejnego kroku to
O(|E(G")|) € O(m?) zatem w O(m?n) zwierzeta sie spotkaja.

]

Cwiczenie 5.3.2. Rozwaz spacer losowy po grafie przedstawionym na rysunku (5.4). Spa-

cer startuje z wierzchotka A. Rozwaz stowarzyszony z nim taiicuch Markowa (X)), oy, gdzie

stanami sg wierzchotki grafu oraz X, = A.

o, O O

cF— O
O—- O
A B

Rysunek 5.4: Smieszny graf G

(i) Wyznacz lim P(X,, = A) oraz lim P(X,, = B).

n—oo n—o0

(ii) Jaka jest oczekiwana liczba odwiedzeni wierzchotka B przed pierwszym powrotem do A?
Dowadd. Zauwazmy, ze spacer po naszym grafie G ma rozktad stacjonarny. Dlaczego? Mozemy
odhaczy¢ wszystkie wymagania:

e skonczony nieskierowany? — jak najbardziej
e spojny? — réwniez widaé na pierwszy rzut oka
e niedwudzielny? — trojkaty, az milo patrzec¢
(i) Wiemy, ze z wlasnosci rozktadu w skoriczonym, nieredukowalnym i ergodycznym taricuchu
Markowa
— 1 t 13 —
v = tllglo Paw = tligloP(Xt =)
Czyli doktadnie to, czego szukamy. Spacerujemy po grafie, wiec

 deg(v)
T R
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Liczymy wiec wszystkie krawedzie (jest ich 14) oraz stopnie interesujacych nas wierzchol-

kéw 1 mamy odpowiedz:

: deg(A) 2 1
Jim P(X, = 4) = ma 2B  2-14 14
: deg(B) 4 1
lim P(X, = B) = = _ _ !
Hm P =B)=ms =50 =511~ 7

Utatwimy sobie troche zycie i policzymy oczekiwana liczbe odwiedzenn B lub C' przed
pierwszym powrotem do A. Odpowiedz do zadania bedzie rowna potowie z tego wyniku,

poniewaz sytuacja jest symetryczna.

Zauwazmy najpierw, ze, bedac w B lub ', mozemy doj$¢ do A tylko na jeden sposéb
— przechodzac bezposrednio odpowiednia krawedzia (z prawdopodobieristwem i) Jest
to cenna obserwacja, poniewaz gwarantuje nam, ze nie przejdziemy do A jakas okrezng
droga. Mozemy tez by¢ pewni, ze natychmiast po wyjsciu z A znajdziemy sie w B lub C
i dzieki temu pracowaé¢ pod zalozeniem, ze bedziemy w ktéryms z nich przynajmniej raz

przed powrotem.

Poniewaz graf jest skoriczony i spojny, to wszystkie stany sg rekurencyjne. Mozemy wiec
powiedzie¢, ze mamy rozktad geometryczny z parametrem }L: za kazdym razem, gdy
jestesmy w B lub C' mamy prawdopodobienstwo sukcesu — powrotu do A — réwne
%, a porazka, ze wzgledu na rekurencyjnosé, ostatecznie zaprowadzi nas z powrotem do
stanu ,, B lub C” (by¢ moze dtuga droga, ale w taiicuchu Markowa trasa, ktora obralismy,
nie ma znaczenia) i postawi przed takim samym eksperymentem. Zatem tak naprawde
oczekujemy po prostu na sukces, ktory wypada z szansa i. Oczekiwana liczba prob wynosi

zatem 4, a odpowiedZ do naszego zadania 2.
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5.4 Ruina gracza
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5.5 2-SAT

2-SATa nikomu nie trzeba przedstawia¢ — mamy n zmiennych i k& klauzul postaci a V b, gdzie

a = xz; albo a = Z;.

Przyktadem instancji problemu 2-SAT jest na przyktad taka formuta:

(Z’l V .’13‘3) A (_LTl V .932) VAN ([L’d V ﬂ[L’l)

Znamy algorytm rozwiazujacy ten problem w czasie O(n + k) za pomoca silnie spojnych skla-

dowych, ale tutaj pokazemy wolniejszy algorytm.

5.5.1 Algorytm
Niech A € N bedzie parametrem algorytmu (staly czasu dzialania).
1. Wylosuj dowolne warto$ciowanie zmniennych zq, ..., x,
2. Powtarzaj maksymalnie 2An? razy lub do znalezienia rozwigzania
(a) Wylosuj niespelniong klazule
(b) Wylosuj literat z tej klauzuli i odwroé wartosé zmiennej tego literatu
3. Jesli mamy wartosciowanie to je zwracamy

4. W przeciwnym razie orzekamy, ze formuta jest niespelnialna

5.5.2 Wlasno$ci algorytmu

Twierdzenie 5.5.1 (Lemat 7.1 P&C). Jesli dana jest formuta speialna, oraz pozwalamy

dziataé¢ algorytmowi dowolnie dtugo to oczekiwana liczba krokéw wynosi co najwyzej n?

Dowdd. Bedziemy modelowaé zachowanie algorytmu jako taiicuch Markowa (a jakze). Wy-
bierzmy sobie dowolne wartosciowanie S, ktore spetnia formule. Nazwijmy warto$ciowanie

stworzone przez algorytm w i-tym kroku przez A;
Niech X; oznacza liczbe zmiennych, ktore maja to samo wartosciowanie w S oraz w A;

Mamy zatem taki proces Xy, X1, ..., ktory niestety nie jest taricuchem Markowa, bo tracimy
informacje o tym, ktore zmienne maja jakie wartosciowanie, a prawdopodobienstwo przejscia

z X; do X, jest zadane wartosciowaniem A;, ktore nie jest czescig tancucha.

Zrobimy zatem sztuczke i rozwazymy proces Yy, Yi, ..., ktory bedzie taricuchem Markowa i

jednoczesnie bedzie pesymistyczng sytuacja naszego procesu.
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Zauwazmy, ze jesli wybieramy klauzule, ktora nie jest spelniona, to wartosciowania A; oraz S

wartosciuja ktoras ze zmiennych (by¢ moze obie) inaczej. W takim razie

PXipn=j+1|X,=7j) >

DN | —

PXimn=j—-1]X;=j) <

DO | —

Zatem w pesymistycznej sytuacji, ktora modeluje nasz Y; mamy:
Yo = Xo
PYim=j+1|Y;=j) =

PYin=j-1]Yi=j)=

N~ N

Przy czym (z uwagi na to, ze mamy tylko jedna opcje)

P(Yi1 =1]Y, = 0) =1

Niech Z; oznacza liczbe krokéw potrzebna do pierwszego dotarcia do stanu n zaczynajac w

stanie <. Mamy

Zi1  Zina
h, =E|Z;] =E|1
I
Dostajemy zatem uktad n + 1 réwnan
ho=nhy+1
hi =1+ %(hifl + hit1)
h, =0

Przeksztatcamy srodkowsa zaleznos$é do postaci
hiv1=2h; —hi—y — 2
Rozwiazujac indukcyjnie dostajemy

hi=ho—1

hy =2hy —hy—2=h; —3=hg—1-3
hy=2hy —hi —2=hy—5=hg—1—-3-5
h; = hg — 3>
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W takim razie

czyli

Start w stanie 0 jest najbardziej pesymistyczny a pokazali$my, ze w oczekiwaniu po n? krokach

znajdziemy wartosciowanie, co nalezato pokazaé. O]

Twierdzenie 5.5.2 (Lemat 7.2 P&C). Jesli formula jest spelnialna, to algorytm myli sie

z prawdopodobienistwem 27

Dowdd. Zatézmy na chwile, ze pozwalamy algorytmowi dziata¢ w nieskoriczonosé.

Dzielimy wykonanie algorytmu na bloki dtugosci 2n2. Niech Z; oznacza liczbe krokéw wykonang

od poczatku i-tego bloku (zaktadajac, ze nie znalezliSmy wcze$niej wartosciowania).

Pokazalismy przed chwila, ze E[Z;] < n? zatem z nieréwnosci Markowa

n? 1
P(Z>m?) < - ==
( m) S 5e =5

W takim razie prawdopodobienstwo, ze po wykonaniu A blokéw nie znalezliSmy warto$ciowania

()

Wynosi
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5.6 3-SAT

2-sata rozwigzaliSmy wolniej, ale 3-sat jest juz problemem NP-zupelnym, wiec jest wieksze pole
do usprawnieni. Z drugiej strony, raczej nie spodziewamy si¢ lepszego wyniku niz wyktadniczego,

nawet w randomizowanym przypadku — swiat bytby wtedy zbyt idealny.

Pokazemy dwa algorytmy — pierwszy bedzie dziatal tak jak 2-sat, drugi bedzie z lekkim twistem.

5.6.1 Naiwny algorytm
Niech A € N bedzie parametrem algorytmu (stala czasu dziatania).
1. Wylosuj dowolne warto$ciowanie zmniennych zq, ..., x,
2. Powtarzaj maksymalnie A razy lub do znalezienia rozwiazania
(a) Wylosuj niespelniona klazule
(b) Wylosuj literal z tej klauzuli i odwroé wartosé zmiennej tego literatu
3. Jesli mamy wartosciowanie to je zwracamy

4. W przeciwnym razie orzekamy, ze formuta jest niespelnialna

5.6.2 Czas dzialania naiwnego algorytmu

Twierdzenie 5.6.1. Jesli dana jest spelnialna formuta to algorytm wykonuje w oczeki-

waniu O(2") krokéw zanim ja znajdzie.

Dowdd. Sytuacja ma sie do$¢ podobnie jak w 2-sacie — mamy ciag Xg, X1, ... zmiennych licza-
cych zgodnosé z ustalonym wartosciowaniem S. Tylko oszacowania sa nieco gorsze bo sposrod

trzech literalow, dwa moga sie zgadzac, a tylko jeden nie.

. , 1
P(Xi+1=]+1|Xz‘=J)Z§
. , 2
P(Xz‘+1=J—1|Xz‘:J)§§
Zatem pesymistyczny przypadek modelujemy ciagiem Yy, Yy, ...
Yo = Xo
P =1]Y;=0)=1
. , 1
P(Yin=j+1]Yi=j) =7
. , 2
P(Yiy=j—1]¥i=j) =
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Ponownie, niech h; oznacza oczekiwana liczbe krokéw zaczynajac w stanie ¢. Dostajemy uktad

rownan
ho=nhy +1
hi =1+ %hi—l + %hi—l-l
h, =0

Przeksztatcamy srodek do
hiy1 = 3h; —2h;—1 — 3

a nastepnie rozwigzujemy indukcyjnie

hlzho—l
hg:3h1—2h0—3:h1—5:h1—<8—3>

Widzimy, ze wyjdzie

hij1 = h; — (212 — 3)
hi = hi +271 =3

W takim razie mamy

hy =0
By = hyp +2"1 -3 =21 3
Py =hp 1 +2"=3=2""1 427" 2.3
hy= 2" 4 2n 22 3(n — ) = 27T 22 3(n — )

Troche do bani — réwnie dobrze mozna sprawdzi¢ wszystkie wartosciowania w O(n? - 2")  [J
Naiwny algorytm ma pewna wade — bedzie sie krecit blisko wartosciowan, ktére maja mato
wspolnych zmiennych, z prostej przyczyny, ze tatwiej popsu¢ niz poprawic.

Zauwazmy jednak, ze nic nie stoi na przeszkodzie aby zresetowaé algorytm tj. wylosowaé nowe
warto$ciowanie i zacza¢ szukaé¢ od niego. Losowe wartosciowanie ma srednio potowe zmiennych
ustawionych poprawnie, wiec z duza szansg jest blizej rozwiagzania niz warto$ciowanie naiwnego

algorytmu po dtugim czasie.

5.6.3 Sprytny algorytm
Niech A € N bedzie parametrem algorytmu (stala czasu dzialania).

1. Powtarzaj maksymalnie X\ razy lub do znalezienia rozwiazania
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(a) Wylosuj dowolne wartosciowanie zmniennych xy, ..., z,
(b) Powtarzaj maksymalnie 3n razy lub do znalezienia rozwiazania
i. Wylosuj niespelniong klazule
ii. Wylosuj literal z tej klauzuli i odwr6¢ wartosé zmiennej tego literatu
2. Jesli mamy wartosciowanie to je zwracamy

3. W przeciwnym razie orzekamy, ze formuta jest niespelnialna

5.6.4 Czas dzialania sprytnego algorytmu
Zaczynamy od lematu, ktory przyjmujemy na wiare (jego dowdd to przykra analiza)

Lemat 5.6.1 (Wzor Stirlinga).
Vi > 0:nl =2 - (ﬁ>" (1% 0(1))

e

W szczegdlnosci

Vn > 0:v2mn - (ﬁ)ngn!§2\/ﬁ- (E>n
e e
Uzywamy tego lematu aby pokazaé
(3@') ~(34)!
i i!(24)!
vamsi (ﬁ)?’ (5) (&)
(2v2mi) - (2v2m2i) \e i 2i
VB 2ty
5 ()
_c 27\
5

Gdzie c jest stala odsyfiajaca wyrazenie.

v

Twierdzenie 5.6.2. Algorytm wykonuje w oczekiwaniu O(n? - (2)") krokéw zanim

znajdzie poprawne wartosciowanie.

Dowaod. Chcemy oszacowaé od dotu prawdopodobieristwo ¢, ze po co najwyzej 3n krokach, z

losowego warto$ciowania znajdziemy poprawne.

Niech ¢; oznacza prawdopodobienstwo, ze startujac z wartosciowania, ktéremu brakuje doktad-

nie ¢ zmiennych to po 3n krokach dojdziemy do poprawnego wartosciowania.

¢; szacujemy od dotu pesymistycznym przypadkiem, ktéry szacujemy przez mozliwe roztozenia
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krokow ,w gore” i ,w dot”

Niech &; oznacza zdarzenie, w ktérym wylosowane warto$ciowanie jest r6zne od zadanego S

na doktadnie ¢ pozycjach.

Mamy zatem

Najgorsze za nami.

q to jest prawdopodobienstwo, ze w konkretnym bloku (dla konkretnego wartosciowania starto-
wego) nam sie¢ udato. Bloki sa niezalezne, wiec calos¢é ma rozktad geometryczny z parametrem
q, zatem w oczekiwaniu musimy przej$¢ przez % = O(\/ﬁ . (%)n) blokéw, a kazdy blok zajmuje

czas O(n) co daje teze. O
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Rozdzial 6

Prawdopodobienstwo ciggle

6.1 Definicje

Definicja 6.1.1. Zmienna losowa X jest ciagla, jesli istnieje funkcja f : R — R>( taka, ze

vBeB(R) P(X - B) = /Bf(flj) dz.

Taka funkcje nazywamy funkcja gestosci lub gestoscig zmiennej X.
Wtasnosci funkeji gestosci:

o Voer f(2) >0

o [ f(x)dz=1

e Pla< X <b)= [’ f(z)d

e Ply<X<y+9)= fyy+5 f(z)dx = 0d- f(y). Czyli f(z) mowi, jak szybko rosnie praw-

dopodobieristwo przyjmowania wartosci z przedziatu, gdy przedziat zaczyna sie od y.

Wizualizujemy to jako pole pod wykresem:

Rysunek 6.1: Przyktad dla P(a < X < b)

Mamy V,cr P (X = ) = 0. W szczegolnosci daje to P (X < z) = P (X < ). Dlaczego tak jest?

Mozna to pokazaé na przyktadzie jednostajnym. Powiedzmy, ze losujemy wartosci z przedziatu
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[0,1). Wtedy P(X = x) = p. Wezmy teraz jakis zbior S k punktow. Wtedy P(X € S) = kp. Z
tego, ze jest to prawdopodobienistwo, mamy Vienkp < 1 a z tego dostajemy p = 0.

Definicja 6.1.2. Dystrybuanta zmiennej losowej X to funkcja F' (z) = P (X < z). Dla zmien-
nej ciaglej jest F (z) = [ f (y) dy, a wige f (z) = F' (x).

Definicja 6.1.3. Wartos¢ oczekiwana ciaglej zmiennej X to

o0

E[X]:/_ of (&) de.

Definicja 6.1.4. Wariancja ciaglej zmiennej X:

Var[X] = E[(X — E[X])’] = /_OO (z — E[z])*f(x) dx

o0

~ [ @f)de—2 [ Bl f@) do + BT

o0 —00

=E[X?] - 2E[X)* + E[X]* = E[X?] - E[X]’
Lemat 6.1.1 (Lemat 8.1 P&C). Jesli zmienna losowa X przyjmuje wartosci nieujemne to
E[X] = /OOOP(X > x)dx
Dowaod. Niech f bedzie gestoscia X. Mamy

/0 P(sz)d$=LO “f(y)dydxzfyo m:Of(y)dﬂcdy

:/y:f(y)/iodxdy:/y:yf(y)dyZ/_ny(y)dy,

gdzie ostatnie przejscie wynika z nieujemnosci X. O

Definicja 6.1.5. Wspélna dystrybuanta zmiennych losowych losowych X, Y to

F(z,y)=P(X <2Y <y).

Definicja 6.1.6. Wspdlna gestos¢ ciagltych zmiennych losowych X, Y to funkcja f taka, ze

F(z,y) :/_;/_iof(u,v)dvdu,

82

f(z,y) = axaymx’y)‘

a wiec

Definicja 6.1.7. Dla dwoch zmiennych X, Y o zadanej wspolnej dystrybuancie F' (x,y) brze-
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gowa dystrybuanta zmiennej X to funkcja
Fx () = lim F (z,y) = P (X <),
Yy—00
ktorej odpowiada brzegowa gestosé fx (). Analogiczne pojecia definiujemy dla zmiennej Y.

Definicja 6.1.8. Zmienne X, Y sg niezalezne, jesli
Voyer P(X <2,Y <y)=P(X <) P(Y <y).
Niezaleznos¢ jest rownowazna odpowiednim réwnosciom dystrybuant i gestosci:
F(z,y) =Fx (z) Fy (y),
f(z,y) = fx (2) fy (y) -

Definicja 6.1.9. Prawdopodobienistwo warunkowe definiujemy jako catke

u=—00 fY (y)
gdzie funkcje fx)y = fcf/x(;’)) nazywamy warunkows gestoscig.
Definicja 6.1.10. Warunkowa warto$é oczekiwana to catka

BLY Y =y = [ afar (0)do.
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6.2 Rozklad jednostajny

6.2.1 Definicja

Definicja 6.2.1. Moéwimy, ze zmienna losowa X ma rozktad jednostajny na przedziale [a, b]

jesli gestos¢ tej zmiennej zadana jest przez funkcje

Y
1
7 edy x € [a,b] 1
fley=14" a
0 wpp.
| —
a b
Latwo mozna zauwazy¢, ze dystrybuanta takiej zmiennej wynosi
Yy
0 gdy r < a 1
Fl)=¢%2 gdya<z<b
1 gdy x > b | | T

a b
Twierdzenie 6.2.1. Niech X ma rozklad jednostajny na przedziale [a,b]. Wtedy

a+b

Dowdd.
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Twierdzenie 6.2.2. Niech X ma rozklad jednostajny na przedziale [a,b]. Wtedy

(b—a)*
12

Var[X] =

Dowad.

b 1
]E[Xﬂz/ be_adx

1 [237°
~itals),

1 ¥-ad
b—a 3
1 (b—a)(a®+ab+0?)
b—a 3
_a’Fab+ b’
=
Var[X] = E[x?] - E[x? = LF 2 +Y (a+b)2 _ oo
3 2 12

Twierdzenie 6.2.3. Niech X ma rozklad jednostajny na przedziale [a,b]. Wtedy

etb_eta

MX (t) — t(b—a)
ldlat=0

dlat#0

Twierdzenie 6.2.4. Niech X ma rozktad jednostajny na przedziale [a, b]. Wtedy dla dowolnych
a<c<d<b

c—a
PX <c| X <d)=
(X<c|x<a=""
Dowdad.
P(X<cnX<d) P(X<c¢ c—a b—a c—a
P(X <d) - P(X<d b—a d—a d—a’

O

Twierdzenie 6.2.5. Niech Xi,..., X, beda niezalezne i wszystkie maja rozktad jednostajny

na [0,1]. Ponadto, niech Yj,...,Y, beda tymi samymi warto$ciami, posortowanymi rosnaco.
Wtedy
k
E|Y:| =
YA n+1

Dowdd. Modyfikujemy lekko problem i zamiast wybiera¢ n punktéow z odcinka bedziemy wybie-
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ra¢ n+ 1 punktow z tuku Fy, ..., P,. W ten sposéb X; jest odlegtoscia zgodnie ze wskazéwkami
zegara punktow Py, P;, natomiast Y} jest odlegtoscia od Py do k-tego punktu zgodnie ze wska-

zowkami zegara.

Mamy n+1 tukéw miedzy punktami i, ze wzgledu na symetrie, oczekiwana dtugosé tuku miedzy

dwoma sasiednimi punktami wynosi —.

W takim razie oczekiwana wartos¢ Yy to oczekiwana taczna dtugos$é k sasiednich tukéw, ktora

.k
Wynosi =5. O

Alteratywny dowod (wytacznie dla k = 1)

Dowdad.
}/1 = min((Xl,Xg, e ))

(1 o 1)n+1 N (1 _ 0)n+1
n+1 n+1

:n—i—l
O

Wedhug Micka mozna jako$ ten dowdd rozszerzyé na k > 1, ale nie zrobit tego na wyktadzie
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6.2.2 Cwiczenia

Cwiczenie 6.2.1. Lamiemy kij dtugosci jednego metra w dwoch miejscach wybranych nieza-

leznie i jednostajnie.

Podaj oczekiwang dtugosé najkrotszego, sredniego, i najdtuzszego kawalka.

Dowadd. Niech X 1Y oznaczaja odlegltodci punktéw podziatu odpowiednio od lewego i prawego

kortica.

Jesli X +Y > 1 to znaczy, ze punkty X,Y sa zamienione kolejnoscia tj. Y jest blizej lewego

konca a X prawego.

Wygodniej nam bedzie jednak gdy X + Y < 1 wiec zanim przejdziemy do gléwnej czesci

pokazmy mini-lemat
Niech A bedzie dowolna zmienng losowa.
Poniewaz P(X <Y)=P(X+Y <1)=1to

E[A]=E[A| X <Y]-P(X+Y <) +E[A|X>Y] - P(X+Y >1)

Zatem

IE[A]:%~(]E[A|X+Y§1]+E[A]X+YZ1])

Jesli wartosci przyjmowane przez A sa symetryczne (a w naszym przypadku beda) to E[A] =
E[A| X +Y <1].

Widzimy, ze dtugosci kawatkéw sa niezalezne od kolejnosci punktow a jedynie od ich pozycji,
zatem mozemy zatozy¢, ze X +Y <1 Skoro X +Y < 1 to punkty te dziela kij na kawalki o
dtugosciach X, Y, 1 — X - Y

Niech A = min(X,Y,1— X —Y),B = mid(X,Y,1— X —Y),C = max(X,Y,1 - X - Y) Z
linjowosci wartosci oczekiwanej mamy E[A] + E[B] + E[C] = E[A+ B+ C| = 1, wystarczy
zatem policzy¢ E[A] oraz E[C].

Aby policzy¢ E[A]bedziemy chcieli skorzysta¢ z lematu [6.1.1}
Zacznijmy wiec od policzenia P(A > a) dla dowolnego a € R

Widzimy, ze P(A > a) = P(X > aAY > aAN1—X =Y > a) Mozemy zobrazowac te zaleznosci

geometrycznie:
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0 05 1

Rysunek 6.2: Obszar w ktérym zachodza nieréwnosci dla a = 0.1

Mozemy policzy¢ pole tego trojkata — wynosi ono doktadnie @ Pole duzego trojkata wynosi
1 zatem P(A > a) = (1 —3a)? = 9a® — 6a + 1

Widzimy tutaj, ze sens ma jedynie rozwazanie a < % zatem finalnie

E[A]:/3P(AZa)da:/3(9a2—6a+1)da:%
0 0

Policzenie E[C] jest bardzo podobne — zamiast braé¢ koniunkcji trzech warunkoéw to bierzemy ich

alternatywe i liczymy pola otrzymanych figur. Pozostawiamy to jako ¢wiczenie dla Czytelnika

Hint: Rozwaz przedziaty a € (O, %), a € (%, %),a € (%, 1). Poprawny wynik to % O

96



MPI

97

Cwiczenie 6.2.2. Losujemy X oraz Y niezaleznie i jednostajnie z przedziatu [0, 10]. Jakie jest

prawdopodobietistwo, ze | X — Y| <57

Dowdd. Podobnie jak w ¢wiczeniu bedziemy sie warunkowaé pod zalozeniem, ze X <Y

argumentujac tym, ze wartos¢ bezwzgledna jest symetryczna.

10 —
|
Vs
y
v
Vd
8 as
/s
|
/
/1
//
6 —
£
g
s
4
2
0 2 4 6 8 10

Rysunek 6.3: Obszar w ktorym | X — Y| <5

Wida¢, ze dopelnienie tego zdarzenia jest trojkatem o boku 5, a calos¢ jest trojkatem o boku

10, zatem P(|X — Y| >5) = %, czyli P(|X —Y| <5) = %

]
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6.3 Rozklad wykladniczy

6.3.1 Wlasciwosci

Definicja 6.3.1. Rozkladem wykladniczym z parametrem A\ nazywamy rozklad zadany

gestoscia

e ™™ dlax >0
flx) =
0 Wpp.

T

Intuicyjnie widzimy, ze im A jest mniejsze, tym bardziej ten wykres sie "wyplaszcza'.

Dystrybuanta takiej zmiennej wynosi

l—e™ dlaz>0
F(x) =
0 wpp.

T

dodatkowo definiujemy

e dlax>0
Gx)=P(X>z)=1—-F(z) =

0 wpp.

Lemat 6.3.1. Dla X ~ Exp(a) oraz Y = < zachodzi

Y ~ Exp(ab)

Dowad.
PY<y)=P(X<by)=1—e"

Twierdzenie 6.3.1. Dla X ~ Exp(\) zachodzi

E[X] = 1
E[X] = 5
Var[X] = %
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Dowad.

E[X?] = / Ae M dt
0

:—/ £ (=Ae™ M) dt

0

= —[tPe™™] + / 2te M dt
0

:o+z/ the M dt
A Jo
.21
Y

2

Y]

Alternatywnie, dla uproszczenia mozna to udowodni¢ wytacznie dla A = 1 a potem z [6.3.1]

rozszerzy¢ na dowolne .

Twierdzenie 6.3.2 (Lemat 8.4 P&C). Rozklad wyktadniczy jest bez pamieci, tzn. dla X ~
Exp(A), s,t € RT zachodzi

PX>s+t|X>t)=P(X >s)
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Dowad.

P(X >s+1t)
P(X >1t)
1-P(X <s+t)
1= P(X <)
_ exp(—A(s + 1))
exp(—At)
=e M =P(X > s)

PX>s+t|X >1t)=

Jest to bardzo przydatna wtasnosé, bowiem sprawia, ze mozemy ,resetowa¢” zmienng o ktorej

wiemy, ze ma wieksza warto$é¢ niz ustalona.

Twierdzenie 6.3.3. Rozklad wyktadniczy jest jedynym ciaglym rozktadem bez pamieci o

dziedzinie [0, 00), czyli jesli X jest ciagta zmienna losowa i zachodzi
Verso P(X >s+t| X >t)=P(X >s),

to istnieje takie A > 0, ze X ~ Exp (A).

Dowdd. Niech S (z) =1— Fx (z). Mamy

S(s+t)

ST =5(s) = S(s+t)=5(s)S(t).

7 tego widzimy S (2t) = S (t)* i indukujac mamy S (pt) = S (t)*, S (ét) = S(t)%, czyli

S (§t> = S(t)g, a wiee Vyeq,, S(rt) = S(t)", teraz dla a € Rxq znajdujemy ciag {r,}
zbiegajacy do a i mamy S (r,t) = S (t)™, a wiec z ciaglosci S (at) = S (t)*.

Wstawiajac t = 1 mamy S (a) = S(1)*. Definiujemy A = —InS(1). Dla z € R5y mamy
S(z) =8 (1)" =en5We = =2 czyli rozklad wyktadniczy.

S (x) jest nierosnaca i mamy lim, ,o+ S () = 1, wiec P (z < 0) = 0, czyli dla liczb ujemnych

tez sie zgadza. O]

Twierdzenie 6.3.4 (MGF). Niech X ma rozktad wyktadniczy z parametrem A. Wtedy dla

t< A
A

M) =5
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Dowad.

Mx(t)

Il
&=
N

tX]

" f(z)de

™

e e M dx

0\80\

8

e—ac~()\—t) dx

I
>
>~ S

>
|
~

Twierdzenie 6.3.5 (Lemat 8.5 P&C). Jesli X, ..., X, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi
speliajacymi X; ~ Exp()\;), to

min(Xy,...,X,) ~ Exp <Z >\i>
i=1

oraz

P(AXVZ = min(Xl, PN 7Xn)) =

Dowod. Przeprowadzimy dowdd dla n = 2, ktéry pézniej prosta indukcja mozna rozszerzy¢ na
n > 2.

P(min(Xl,Xg) > .I') = P(X1 >ax A Xy > iL')
= P<X1 > I) . P<X2 > I)
— e—)\lm . e—Agm

— e—()\l-‘r)\g)z

a wiec min(Xy, Xo) ~ Exp(A; + A\y). Teraz pozostaje pokazaé, ze:

Zatem liczymy:

0o 9
P(X; < Xy) = / / fxix, (21, 22) drydag =
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/:O Ixo(72) /:2 fx, (z1) dayday =

2=—00 1=—00

/ Mg 27 / e M dyyday =
x1=0
)\1)\2/ _AQIQ/ —>\11‘1 dl’ldlﬁg =
x2=0 =0
)\1)\2/ _AQIQ( _16_)\1II) d,ﬁL’Q =

0)\1

1 —1
/\1)\2/ 67)\2‘%2 < /\1 67)\1‘?2 — )\—160) dLUQ =

)\1)\2/ _)\212 _Alxz — ].) d!EQ =

_ 2/ —)\2162( -z 1) d:L'Q —
z2=0

oo
_)\2/ €—>\2$2—)\1x2 o 6—>\2x2 d$2 —
X

2=0

00
_)\2/ 6—132(/\2+)\1) _ e—Azﬂcz dry =
x

2=0

— o (/OO e~ w2(A2+A1) dzy — /Oo e 22 dIg) _
xo=0 xo=0

o —1 e—w2()\1+>\2)> _ (OO __16—)\2552)

22=0 A1 + Ao z2=0 Ao

> )
_/\2<>\1~1M2 B A%) -
)

Y ( Ao AL+ A B
-+ 2) A+ )
—\
—\
(=A) X2 - (M 4 o)
A
A+ Ao

6.3.2 Kantory

Jestedmy na lotnisku, na ktérym stoi n kantoréw obstugujacych klientéw. W chwili ¢ kiedy do
nich podchodzimy, wszystkie z nich sa zajete. Przyjmijmy, ze czas obstugi przez i-ty kantor ma

rozktad X; ~ Exp(1). Jaki jest rozklad czasu oczekiwania na zwolnienie pierwszego kantoru?

W chwili w ktorej podchodzimy do kantoréw, kazdy z nich jest zajety od nieznanej nam chwili
wczedniejszej od t. Wiemy jednak, ze wszystkie z nich sa obecnie zajete. W takim razie, z
faktu, ze rozklad wyktadniczy jest bez pamieci, mozemy mysle¢ o nich jako o rozktadach
wykladniczych rozpoczynajacych si¢ w momencie t. A wiec z [6.3.5], rozklad czasu po ktorym

pierwszy kantor sie zwolni to po prostu Exp(n).
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6.3.3 Kule i urny z feedbackiem
Jak zwykle, zanim zaczniemy to pokazemy pomocniczy lemat:

Lemat 6.3.2. Niech X bedzie dowolng zmienna losowa ze skoriczona wartoscia oczekiwana,
tj. E[X] € R. Wtedy
P(X <o00)=1

Dowadd. Korzystamy z nieréwnosci Markowa

p(X > n) < E
n
Zatem EIx
lim P(X >n) < lim L:0
n—o0 n—oo N

Kule i urny jakie sa kazdy widzi. Rozwazmy sobie jednak zabawny model, w ktérym mamy
tylko dwie urny ale z takim twistem, ze im wiecej kul jest w urnie, tym wieksza szansa na to,

ze wrzucimy tam kolejna kule.

Konkretniej - jesli w pierwszej urnie jest x kul a w drugiej y to prawdopodobienstwo, ze kolejna

kula trafi do pierwszej urny wynosi
Ip

TP+ yP

a do drugiej
yp
xP +yP

dla ustalonego p.
Bedziemy sie zajmowacé p > 1 tzn. wiecej kul dostaje ciezsza urna.

Twierdzenie 6.3.6. Dla dowolnego p > 1 oraz dowolnych warunkéw poczatkowych, z praw-

dopodobieristwem 1 od pewnego momentu kule wpadaja tylko do jednej urny.

Dowaod. Przyjmijmy, ze w obu urnach na poczatku jest po jednej kuli, uprosci to dowod, a

rozumowanie pozostaje takie same.

Rozwazmy inny, cho¢ podobny, proces. Kazda urna dostaje wtasny, niezalezny licznik, ktory

odlicza czas do przyjscia kolejnej kuli do tej konkretnej urny.

Jedli w pierwszej urnie jest x kul to czas oczekiwania na kolejng wynosi 7}, ktére ma rozktad

wyktadniczy z parametrem zP.

Podobnie dla drugiej urny — jesli jest w niej y kul to mamy zmienng U, z parametrem yP.
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Zauwazamy teraz fajng rzecz — prawdopodobieristwo, ze kolejna kula laduje w pierwszej urnie

wynosi doktadnie
2P

P+ yP

a w drugiej
yp
xP + yp

Czyli nasz nowy proces jest taki sam jak oryginalny, c6z za zbieg okolicznosci.

Definiujemy czasy nasycenia — opisujg one po jakim czasie liczba kul w urnach jest dowolnie

b
=1
=1

Mozemy tak zrobi¢, bo E[T;] = E[U;] = &, a poniewaz p > 1 to E[F}] oraz E[F3] sa skoriczone.

W

duza.

Tutaj nalezy uwazac ale ksigzka Wam tego nie powie. Ot6z a priori nie wiemy, ze jesli zmienna
ma skoniczong oczekiwanag to z prawdopodobienistwem 1 zmienna przyjmuje skoriczong wartosc.

My sie powoltujemy na lemat dzieki czemu wiemy, ze wartosci F, F5 sa skonczone.
Co wiecej, z prawdopodobienistwem 1 sa rézne.

Bez straty ogélnosci, przyjmijmy, ze F, > F). Oznacza to, ze dla pewnego n

Xn:Ul < Fi < ZUl
=1 =1

a to z kolei oznacza, ze dla wystarczajaco duzych m

W takim razie, dla odpowiednio duzych m pierwsza urna zawiera m kul a druga urna zawiera
jedynie n kul, czyli z prawdopodobienistwem 1 druga urna utkneta na posiadaniu n kul, a to

jest to co chcielismy pokazaé. O

6.3.4 Cwiczenia

Cwiczenie 6.3.1. Rozwaz zmienng o rozkladzie wykladniczym z parametrem \. Jaki rozktad

ma zmienna [ X |? Czy ten rozktad cos Ci przypomina?

Dowdd. Niech F bedzie dystrybuanty X, F(z) =1 — e dla z > 0.
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Wtedy

Jedli przyjmiemy p =1 — e * = F(1) to dostaniemy P([X]|=n)=(1—p)" ' -p

Rozktad geometryczny z parametrem F'(1). Wow.
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6.4 Rozklad Gamma

Definicja 6.4.1. Funkcja gamma nazywamy funkcje:

o0 d o0
['(a) = / pe T = / 2" le " dx
0 x 0

dla a > 0. Powyzsze dwie notacje sa rownowazne, my bedziemy korzysta¢ z tej pierwszej.
Pare faktow o funkcji gamma:

Fakt 6.4.1. I'(1) = 1

Dowad. - 4 -
F(]_) = / xe_w—x = / e Tdx = [—e_ﬂgo =1
0 X 0

[

Fakt 6.4.2. V,-o'(a + 1) = al'(a)

Dowad.

Fla+1) = / e " dx = [—xae’ﬂgo + a/ 7 te " dr = 0+ al'(a) = al'(a)
0 0

[

Wynika to bezposrednio z poprzedniego faktu.

Definicja 6.4.2. Mowimy, ze ciagta zmienna losowa ma Rozklad Gamma z parametrem

(a, 1), jezeli jej funkcja gestosci jest rowna:

Wtedy:

<1 , _,dz 1 / < dr 1
et — = —— rle T — = Ia)=1
Lo ) T
Zatem jest to poprawny rozktad.
Definicja 6.4.3. Moéwimy, ze ciagta zmienna losowa ma rozklad Gamma z parametrem

(a, A), jezeli jej funkcja gestosci jest rowna:

@) = Fas e

Dowdd. Niech X ma rozktad Gamma z parametrem (a, 1). Niech Y = % Wtedy mowimy, ze Y

ma rozklad Gamma z parametrem (a, ). Chcemy pokazac, ze to poprawny rozktad. Mozemy
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to sobie oczywiscie przecaltkowaé i zobaczy¢, ze faktycznie wyjdzie 1 ale mozna tez skorzystac

z takiego przeksztalcenia:

dx 1 1 1 1
= ] = ——(\ G—Ay_)\:_)\ a,—Ay
fr(y) = fx(x) A F(a)( y)te N F(a)( y)te ;
O
Fakt 6.4.4. Dla X ~ Gamma(a, 1),
E[X]=a
E[X?] =a(a+1)
Dowad.
E[X] :/ xixaef:pd_x — L/ anrlef:vd_‘r — F((I+ 1) — CLP(CL) —a
o I(a) z  D(a) J, x la ['(a)
> 1 _dz 1 > ,dr T(a+2)
E[X? :/ 22 ——z% ’”—:—/ et = L —qla+1
[X7] N ['(a) x  T(a) Jo x ['(a) ( )
O
Fakt 6.4.5. Dla Y ~ Gamma(a,\) (Czyli Y = £, dla X ~ Gamma(a, 1)):
X 1 a
EY]=E|—| = -E[X]| = —
vI=E|3| - B =
Fakt 6.4.6. Gamma(1,1) = Exp(1)
Gamma(1l, \) = Exp(})
Twierdzenie 6.4.1. Niech X1, ..., X,, - niezalezne zmienne losowe o rozktadzie wyktadniczym

z parametrem A\. Wtedy:
Xy + ...+ X, ~ Gamma(n, A).

Dowdd. Skorzystamy z twierdzenia [1.6.2] Policzymy funkcje tworzaca dla sumy X; oraz dla

Y ~ Gammal(n, \).

My, (t) = E[e"N] = / e Ae M dy = ——
0

(3

X=) X; = Mx(t)=[] Mx,(t) = (%)n

i€[n] i€[n]
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() v - ()

Obie funkcje tworzace sa réwne, wiec zmienne X i Y maja ten sam rozktad.
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Rozdzial 7

Igla Buffona

7.1 Opis Problemu

W problemie Iglty Buffona rzucamy ,jigta” na podloge ztozong z ,desek”. Pytamy sie o prawdo-
podobienistwo przeciecia igly z krawedzia deski.

Bardziej formalnie, mamy plaszczyzne na ktorej sa zaznaczone proste, ktore sa parami rowno-

legte. Odstep miedzy kolejnymi prostymi jest ustalony i wynosi on d - szeroko$é¢ naszej deski.

Nastepnie losujemy odcinek o dtugosci [ - dlugos$é igly, gdzies na tej ptaszczyznie i pytamy

sie o prawdopodobienistwo, ze ten odcinek przecina jedng z naszych prostych.

7.2 Krotka Igla

Definicja 7.2.1. Krotka igta jest to piekne zdarzenie ktore zachodzi gdy [ < d - dtugos¢ igly

jest mniejsza niz szerokos¢ deski.

Twierdzenie 7.2.1. Prawdopodobienistwo ze igta przetnie ktoras z krawedzi wynosi %.

Dowdd. Niech X oznacza odlegtosé od srodka iglty do najblizszej krawedzi deski. Oznaczmy 6

kat ostry pomiedzy nasza igla a jedng z wielu réwnolegltych prostych.

Oczywiscie obie z tych zmiennych maja rozktad jednostajny.

2. 0<aw<d
fx(z) =" ?

0: wpw

2 0<0<3
fo(0) =

0: wpw
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Powyzej korzystamy z faktu, ze jest bijekcja miedzy sytuacja gdy $rodek igly jest blizej lewej
a sytuacja gdy jest blizej prawej krawedzi (bo rozumowanie jest to samo). Analogicznie zakta-
damy z katem ,jodchylenia” igly. Tu tez pojawia sie miejsce w ktérym uzyjemy zatozenia, ze

[ < d: dzieki temu wiemy, ze igla zawsze przetnie maksymalnie jedna krawqdzﬂ

Zmienne te sa w oczywisty sposob niezalezne, wiec ich wspolny rozktad prawdopodobienstwa

bedzie ich iloczynem.

i 0<2r<§0<0<7
fX@ (%, 6) =
0: wpw
)
6
x
d
K e e e e e >
Igta bedzie przecina¢ krawedz, gdy % > y. Jednoczesnie:
x
cosf = — <— y=
cos 6

2z
[ >2y =
=T s d
Czyli w takim razie musi by¢ tak, ze:
[ cos O
x
- 2

'Modulo sytuacja gdzie wypadnie dokladnie na $rodku i kat bedzie zerowy, ale takie zdarzenie ma miare
zero 1 nie wplynie na wynik naszego prawdopodobienistwa; tym samym réwnie dobrze mozemy zaltozyé, ze | < d.
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Liczymy zatem nasze piekne prawdopodobienistwo:

*COSG 4 *COSG
/ / — dx df = — / / 1dx df =
0=0 Jx dm 0=0 Jx

— — 0 do =
d7r o2 cos
2l 2
: cosf df =
™ Jo=0
2013
d_ ) Sin9 =
T 16=0
2
d_l (smg — smO) =
T
21
dm

7.3 Dtuga Igla

Definicja 7.3.1. Dluga igla jest to jeszcze piekniejsze zdarzenie, rézni sie tym ze dtuga igla

moze przecia¢ dwie krawedzie deski [ > d

Twierdzenie 7.3.1. Prawdopodobiefistwo na przeciecie dlugiej iglty z krawedzia wynosi

21 d

— — — (VPP —d?*+darcsin— | + 1
dm d7T [

Dowadd. Zobaczmy, ze jesli [sinf > d to wowczas prawdopodobienistwo, ze dana igla przetnie

krawedZ wynosi 1. Natomiast w w przeciwnym przypadku zachowuje sie tak samo jak krotka

iglta. Gdy 0 < 6 < arcsin ( ) to mamy krotka igte. A zatem:

arcsin ¢ —s1n6 g 9 9
/ / —dxd9+/ —d@——l——(\/lz—d2+darcsin%l)+1
0 a

a T dm dm

rcsin 7

Po trywialnych przeliczeniach.
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Rozdzial 8

Proces Poissona

8.1 Definicja

Definicja 8.1.1. Procesem Poissona z parametrem A nazywamy proces stochastyczny

(N(t) |t eR,t> 0}

(intuicyjnie: N(t) mowi ile jakichs zdarzen zaszto od momentu rozpoczecia procesu do jakiejs

chwili t.
taki, ze:
1. N(0)=0
2. Roztaczne przedzialy sa niezalezne tj. zmienne

N(a) — N(b) i N(c) — N(d) sa niezalezne dla [b,a] N [d,c] = &

Liczba zdarzen na przedziatach jest stacjonarna tj.
N(t+ s) — N(s) ma taki sam rozkltad jak N(t)

Prawdopodobienistwo jednego zdarzenia w malym przedziale dtugosci t zbiega do A

lim —P(N(t) =1 = A

t—0 t

Prawdopodobieristwo wiecej niz jednego zdarzenia w malym przedziale zbiega do zera

PN > 1)
t—0 t

=0

Powyzsza definicja nie jest jedyna mozliwa definicja procesu Poissona. Okazuje sie, ze mozemy

skorzystac¢ tez z nieco wygodniejszej definicji bez tych dwoch limesow, ale za to korzystajacej

7 rozktadu Poissona.

Pokazemy teraz dwa lematy, ktére dadzg nam rownowaznosé miedzy dwoma definicjami.
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Twierdzenie 8.1.1 (Twierdzenie 8.7 P&C). Niech {N(t) | t > 0} bedzie procesem Poissona z
parametrem . Wtedy dla dowolnego ¢ > 0 oraz n € N

P,(t)=P(N(t)=n) = e—“%%')n

Dowdd. Zaczynamy od policzenia Py(t); dowdd bedzie indukeyjny.

Zauwazamy, ze z niezaleznosci roztacznych przedzialow mamy
Py(t+ h) = Py(t) - Py(h)

Robimy wiec pierwsza rzecz, ktora nam przychodzi do gtowy tj. liczymy pochodna FPy(t), a co.

Py(t + h) — Py(t)

Fy(t) = lim
= lim Py(t) %
i By(r) . Lo PN =1) = PN(h) > 1) — 1
h—0 h
: —P(N(h)=1) P(N(h)>1)
= (- (FRE=D PO = 10))
. P(N(h)=1) . P(N(h)>1)
=) (-t PG iy FEG )
= B(t) - (=2 = 0)

Wyniki poszczegélnych limeséw biora sie z wlasnosci 4 1 5 procesu Poissona.

Mamy zatem réwnanie rézniczkowe

Calkujemy po t i dostajemy

PO (t) — e—At-i—C

Poniewaz Py(0) = 1 to C = 0, czyli Py(t) = e . Tym samym baze indukcji mamy udowod-

niona.

Podobnie zabawny motyw dzieje sie gdy obliczamy kolejne P, (t). Na poczatek zaobserwujmy

jednak jedna rzecz.
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Fakt 8.1.1.

Dowdd. Jesli wiemy, ze w czasie t + h zaistniato n zdarzen, to wiemy, ze jakie$ k (by¢ moze 0)
zdarzen musialo zaistnie¢ w czasie h, a wiec n — k zdarzen zaistniato w czasie t. Aby policzy¢
prawdopodobienistwo takiej sytuacji wystarczy wymnozy¢ 2 takie prawdopodobieristwa (bo
niezaleznosé) a z racji tego ze kolejne sktadniki sumy opisuja zdarzenia ktore sg roztaczne to

zsumowanie jest legalne. O]

Korzystajac z wyzej wymienionego faktu, mamy:

P,(t+h) = Z P_4(t) - Pu(h)

= Po(t) - Po(h) + Pu_y(t) - Pi(R) + Z Po_i(t)- P(N(h) = k)

k=2

ZrobiliSmy tu bardzo sprytna rzecz — mianowicie rozbiliSmy sume na trzy czesci tak, aby przy

liczeniu pochodnych wszystko nam sie tadnie zwineto.

, . Py(t+h)— Pt
T AUREAG

(Pn(t) - Po(h) + Baa(t) - Pr(h) + 3 ko (Bak(t) - P(N(h) = F)) — Pn(t))
h

= lim

— lim (Pn(t) (Po(h) = 1) + Paa(t) - P(N(h) = 1) + 3750 Pai(t) - P(N(h) = ’f)>
h—0 h
~ lim (Pn(t) . (I:Lo(h) “1), Palt) .P}gN(h) DS h P(N(i}zl) = k:))
k=2
(R -1 (PN =1 | (PG =1
= P,(t) flLliI(l)( ; ) + Paca (1) lin - ) + ;Pn_k(t) leo( - )
- %(1 —PN(:) = 1)~ PON(A) =) = 1) ISR Sy
k=2
_P.(1) (_}% P(N(f;l) =1 - P(N(f;) = 2)) AP

— AP, (t) + APy (1)
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Znowu dostajemy réwnanie rézniczkowe

dt
I z zalozenia indukcyjnego:
d At At At ()‘t)n_l At
— P,(t) =X\ : =
g () = e n—1! (n—1)
Catkujemy obustronnie:
d
/ %(e’\tPn(t)) dt = eMP,(t) + C,

—dt = et = ——— = C
/ (n—1)! (n—1)! / (n—1)! n +C n! e

Definiujemy C' = C5 — 'y by musie¢ mniej mysleé¢ o statych:

NPy (t) + O = — +
n!
A"
eMP,(t) = —+C -0
n!
A"
eMP,(t) = +C
n!
A"t
P,(t) = e + Ce™M
n!
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8.2 Rozklad czas6w miedzy zdarzeniami

Twierdzenie 8.2.1 (Twierdzenie 8.11 P&C). Niech {N(t) | t > 0} bedzie procesem stocha-

stycznym takim, ze
1. N(0) =0

2. Czasy miedzy kolejnymi zdarzeniami sa niezalezne i zadane rozkladem wyktadniczym z

parametrem A

Wtedy proces ten jest procesem Poissona z parametrem A

Dowdd. Pokazemy kolejne wlasnosci z definicji [8.1.1]
1. N(0) = 0 z definicji
2. Wezmy dowolne dwa przedziaty [b,a| N [d,c] = &, przy czym d > a

W chwili d ,toczy sie” pewna zmienna X liczaca czas miedzy dwoma zdarzeniami. Mozemy
ja ,zresetowa¢” albo bardziej formalnie warunkowaé sie po tym, ze X > ¢ gdzie ¢ jest

czasem od poprzedniego zdarzenia do chwili d.

Rozktad X pod warunkiem, ze X > t jest wykladniczy z parametrem A i jest niezalezny
od tego co sie dziato przed d, zatem wszystko co zarejestrujemy na przedziale [d, c] jest

niezalezne od zdarzen na przedziale [b, a].

3. Aby pokaza¢, ze rozktad N(s +t) — N(s) jest taki sam jak rozktad N(t) zrobimy te
samg sztuczke co przed chwilg - w chwili s resetujemy ostatniag zmienng. Wszystko teraz
dzieje sie na przedziale dtugosci ¢ bez zadnych zaleznosci od tego co byto wezeéniej, zatem

rozklad liczby zdarzer musi by¢ taki sam jak rozktad N(t)

4. Niech X; bedzie zmienng opisujaca czas do pierwszego zdarzenia, a Xy od pierwszego
zdarzenia do drugiego. Widzimy, ze P(N(t) = 1) = P(X; <t A X; + Xy > 1)

Poniewaz X1, X5 maja rozktad wyktadniczy a X; + X5 nie jest specjalnie tadnym tworem,

to bedziemy chcieli poradzi¢ sobie nieco inaczej.
Skorzystamy zatem z twierdzenia o trzech ciggach aby udowodnié¢ zadana granice.

Nasze oszacowania beda wygladaty nastepujaco:
Ograniczenie od dotu jest na pewno mniej prawdopodobnym zdarzeniem — jesli X; <

t AN Xy > t to na pewno N(t) = 1), ale nie uwzglednia ono sytuacji kiedy X, Xy <
tANXT+ Xo >t
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Podobnie oszacowanie gorne — warunek jest konieczny, ale nie wystarczajacy, zatem zaj-

dzie z wiekszym prawdopodobienstwem.
Mozemy zatem policzyé¢ granice ograniczen.
Ograniczenie dolne:

lim = lim
t—0 t t—0 t
i (1 — exp(—At)) exp(—At)
t—0 t
 lim exp(—At) — exp(—2At) _ {9}
t—0 t 0

= lim — A exp(—Az) + 2\ exp(—2Azx)
t—0

= _A+20= )

Ograniczenie gorne:

lim P(X; <1t) — lim 1 — exp(—At) _ [9]
t—0 t t—0 t 0
= 11_r)ré)\exp(—)\t) =

P(N(®)=1) _

; A. Fajnie.

Obie granice wyszly nam A\, zatem lim;_,q

5. Ostatni warunek szacujemy niemal identycznie jak poprzedni.
Podobnie zauwazamy, ze 0 < P(N(t) > 1) < P(X; <t A Xy < t) — to, ze oba czasy sa
mniejsze niz t nie oznacza jeszcze, ze ich suma réwniez taka jest, zatem jest to warunek

konieczny, ale nie wystarczajacy.

Pokazanie

lim
t—0 t

=0

pozostawiamy jako ¢wiczenie.
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8.3 Scalanie 1 rozdzielanie

8.3.1 Scalanie

Ta prostsza czesé.

Twierdzenie 8.3.1 (Twierdzenie 8.12 P&C). Niech Ny, Ny beda niezaleznymi procesami Pois-
sona z parametrami Aj, \o. Wtedy N(t) = Ni(t) + Na(t) jest procesem Poissona z parametrem

A1 + A2 a ponadto kazde zdarzenie procesu N przyszio z procesu Ny z prawdopodobienistwem

AL
A1+

Dowdd. Pierwsze trzy warunki mamy za darmo.

Zauwazamy, ze skoro Ni(t), No(t) mialy rozktad Poissona, to N;(t) + No(t) rowniez ma rozktad
Poissona, tyle, ze z parametrem A\; + A9, zatem otrzymujemy proces Poissona z parametrem
A1+ Ag.

Druga czesé¢ tezy wynika wprost z tego, ze czasy miedzy zdarzeniami maja rozktady wyktad-

nicze. OJ

8.3.2 Rozdzielanie
Ta smutniejsza czesc.

Twierdzenie 8.3.2 (Twierdzenie 8.13 P&C). Niech N bedzie procesem Poissona z parametrem
A. Kazde zdarzenie jest niezaleznie typu 1 z prawdopodobienstwem p oraz typu 2 z prawdopo-

dobienstwem 1 — p.

Wtedy zdarzenia typu 1 tworza proces Poissona N; z parametrem Ap a typu 2 proces Poissona

Ny z parametrem A(1 — p). Ponadto, te dwa procesy sa niezalezne.

Dowdd. Niezaleznosc i stacjonarnosé dziedziczymy z N, tak samo N;(0) = 0. Policzymy zatem

P(Ni(t) = k) =) P(N:(t) = k| N(t) = j) - P(N(t) = j)

j=k
— At)J
_ Zpk . (1 _p)]—k P ( ")
j=k J:
o O g 5 00
k! = (j —k)!
o D e g
e—)\pt (/\pt)k
k!
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Dostalismy rozktad Poissona z parametrem Apt, czyli Ny jest procesem Poissona z parametrem

Apt. Tak samo pokazujemy N,.

Pozostaje pokazaé¢ niezaleznosé tych procesow. Najpierw pokazujemy, ze Ni(t) oraz Ny(t) sa

niezalezne.

P(N,(t) = n A Ny(t) = m) = P(N(t) = n+m A Na(t) = m)

R N R

(n+m)! m
e (At)n ) ()‘t)m n m
B n!-m! (=)
_ e Opt)r e AP (A1 - p)t)™
B n! . m!

= P(Ni(t) = n) - P(Na(t) = m)

Wypadaloby jeszcze pokazaé, ze dla dowolnych t,u N;(t) oraz No(u) sa niezalezne. Poniewaz

rozumowanie jest analogiczne, to zatozmy, ze t < u.

Zauwazamy bardzo odkrywczg rzecz, mianowicie Na(u) = Na(t)+ (N2(u) — Na(t)) Pokazalismy
juz, ze Ny(t) oraz Ny(t) sa niezalezne, wiec wystarczy pokazac¢, ze Ni(t) oraz No(u) — No(t)
tez sa niezalezne. A tak jest, dlatego, ze oryginalny N byt procesem Poissona i rozdzielanie
robiliSmy niezaleznie, wiec to ile zdarzen z przedziatu (¢,u) wpadlo do N; jest niezalezne od
Ni(t). O
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8.4 Warunkowe czasy zdarzen

Lemat 8.4.1. Niech X; bedzie pierwszym miedzyczasem procesu Poissona N z parametrem

A. Zmienna X; | N (t) = 1 ma rozktad jednostajny na [0, ¢].

Dowdd.

 P(X,<sNN()=1) P(N(s)=1)-P(N () - N(s) = 0)
PRIV O=D =" e = - PN =D
e—As)\S . e—A(t—s) s
B e MM Tt
[

Twierdzenie 8.4.1. Niech {N (¢) : t > 0} bedzie procesem Poissona z parametrem A. Niech
T; bedzie czasem przyjscia i-tego zdarzenia. Przy warunku N (t) = n rozktad (71,...,T,) jest
taki sam jak sort (X71,...,X,,), gdzie zmienne X3, ..., X,, maja rozktad jednostajny na [0, ] i

sa niezalezne.

Dowdd. Oznaczmy (Y7,...,Y,) = sort (X1,...,X,). Niech (iy,...,4,) bedzie permutacja [n].

Zauwazmy, ze zdarzenia postaci

sa roztaczne dla réznych permutacji (z doktadnoscia do zbioru miary 0 — moze by¢ tak, ze dwie
permutacje pasuja do naszej sytuacji, gdy dwie zmienne przyjety ta sama wartosé¢). Do tego

wszystkie sa rownie prawdopodobne. Zatem mamy

P((Yi,....Ya) < (s1,o8) = > P(X;<...<X;,nX;, <s1N...NX;, <s,)

(i1sems in)€Sn

S1 Sn 1 n
:n!P(X1g...anﬂ(Xl,...,Xn)g(51,...,sn)):n!/ / <—> du,, ...du
u1=0 Un=Un—1

t
nl S1 Sn
t u1=0 Up=Up—1

Teraz musimy policzy¢ odpowiednig wartos¢ dla czasow przyjscia. Niech Z; oznacza i-ty mie-
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dzyczas. Mamy

P((Ty,...,T,) < (s1,..-,8,) NN (t) = n)

n—1 n
P(ZlSSlﬂZQSSQ_Zlm...ﬂZnSsn_ZZjﬂZn+1>t_ZZj)

Jj=1 J=1

s1 sn—zﬁ’:—f i 0o
_ / J / )\n—l—le—)\ Ejif i dz " d21
= .. 1 ...
z1=0 z

n=0 Zn+1:t*2?:1 Zj

a [ X 2 a [ o
= \'e™ dz,...dz; = \"e” du,, . .. duy,
21=0 2n=0 u1=0 Un=Un—1

gdzie trzecie przejscie jest policzeniem najbardziej wewnetrznej catki, a pdzniej podstawiamy
u; = 2221 z; (catkujemy funkcje stala, wiec znaczenie ma tak naprawde tylko diugosé prze-
dziatu).

Wiemy, ze P (N (t) =n) = G_Mn#, wiec prawdopodobieristwo warunkowe bedzie takie, jakie

ma by¢. [
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Rozdzial 9

Proces Markowa

9.1 Definicje

Poznalismy juz tanicuchy Markowa, ktore opisywaly zachowanie jakiego$ procesu mierzonego w
dyskretnych odstepach czasowych. W tym rozdziale opiszemy procesy Markowa, ktore sg ich

cigglym odpowiednikiem.

Definicja 9.1.1. Procesem Markowa nazywamy proces stochastyczny
{Xi|teR,t >0}
w ktorym
Vs, t: P(Xgpr =2 | Xy =a(u),0 <u<t)=P(Xept =2 | Xi = a(t))

gdzie a jest dowolng funkcja mapujaca czas na zdarzenia.

Idea jest ta sama co w tancuchach Markowa — prawdopodobienstwo na zdarzenie w danym
momencie pod warunkiem ze znamy jakas jego historie, ma by¢ takie samo co prawdopodo-
bienstwo tego zdarzenia gdy znamy tylko ostatnie zdarzenie z tej historii. Tak jak w tancuchach
Markowa, bedziemy zaktadac¢ ze czas jest homogeniczny, tj. jest jedynie indeksem i nie wplywa

w zaden sposob na prawdopodobienstwa zdarzen.

Bedziemy zajmowac sie jedynie dyskretnymi procesami tj. takimi, ktoére przyjmuja przeliczalnie

wiele stanow.

Dzieki temu mozemy mysle¢ o procesie Markowa jako potaczenie dwoch procesow:
1. tancucha Markowa zadanego macierzg przejscia P
2. parametréw Ai, Ao, ... opisujacych rozkltad trwania stanu .

Sciglej méwiac — czas spedzony w stanie 4 ma rozklad wykladniczy z parametrem ),
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9.1.1 Rozklad stacjonarny

Tutaj ponownie mamy analogie do tancuchoéw Markowa (ciekawa sprawa, nie?) — rozktad sta-
cjonarny procesu to bedzie taki wektor 7 = [my, 7o, .. ], ktéry opisuje jakie mamy prawdopo-

dobienistwo, ze w losowym momencie ¢ daleko w przysztosci bedziemy akurat w stanie .

Oczywiscie, jako ze proces ten jest ciagly to warto$é¢ m; musi jako§ uwzgledniaé zaréwno praw-
dopodobienistwa przejscia z macierzy P jak i czas przez ktory siedzimy w tym stanie jak juz

do niego trafimy zadany parametrem \;

Twierdzenie 9.1.1 (strona 228 P&C). Rozklad stacjonarny procesu Markowa zadany jest

przez réwnania:

Vi:m\ = Z?Tk)\kpk,i
k
Zﬂ'i =1

W szczegolnodci jesli V; A, = Atom; = ), mp Py; czyli rozktad procesu Markowa jest taki sam jak
jego tancucha. Ma to sens — skoro w kazdym czasie spedzamy tyle samo czasu, to asymptotycznie

wszystko powinno zalezeé¢ jedynie od tego jak czesto wchodzimy do tych standw.

Warto zwréci¢ uwage na indeksy — sumujemy sie po stanach k z ktérych wchodzimy do stanu

1. Patrzac na macierz odpowiada to wzieciu i-tej kolumny:.

Cwiczenie 9.1.1. Maszyna pracuje nieprzerwanie przez liczbe godzin bedaca zmienna losowa

X, ktora ma rozktad wyktadniczy z parametrem %. Po tym czasie ulega awarii, i jest na-
prawiana przez kolejne Y godzin, gdzie Y jest niezalezne od X i ma rozktad wyktadniczy z

9 . L :
parametrem ;5. Po naprawie maszyna zaczyna od razu pracowac i caly cykl si¢ powtarza.
1. Pokaz, ze mozemy modelowa¢ te maszyne procesem Markowa
2. Wyznacz macierz przejscia stowarzyszonego tancucha Markowa

3. Wyznacz rozktad stacjonarny procesu oraz rozktad stacjonarny tancucha

Dowad.

1. W naturalny sposéb bedziemy mieli dwa stany — nazwijmy je P = 1 (praca) oraz A = 2
(awaria). Aby pokazaé, Ze jest to proces Markowa, to musimy udowodnié¢, ze jest bez

pamieci.

Jesli jesteSmy w momencie ¢ to po pierwsze — to w jakim stanie byta maszyna przed ¢ nie

ma juz wplywu na kolejne wydarzenia, bo wszystkie zmienne sa niezalezne.

Ponadto w czasie ¢ mozemy zresetowa¢ obecna zmienng odliczajaca czas do zmiany stanu
(tzn. pracowa¢ pod warunkiem, ze jest ona wieksza niz czas do poprzedniego zdarzenia)
i tym samym zniwelowaé¢ jakakolwiek zaleznosé¢, ktora wynikataby z tego, ze wiemy jak

dtugo czekamy na zmiane stanu.
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2. Zauwazmy, ze przejScia zawsze sg P — A oraz A — P

]

3. Niech 7 bedzie rozkladem stacjonarnym procesu.

W takim razie macierz ma postac:

Mamy dane réwnania:

1 1 9
T TR R TR
1

mp+ma=1

Rozwiazujac ten uktad rownan otrzymamy mp = 1%, TA = 1L0 Wyniki nawet pokrywaja
sie z oczekiwaniami — parametr czasu pracy jest dos¢ maly w poréwnaniu do parametru

awarii, co oznacza, ze przez wiekszo$¢ czasu maszyna powinna pracowac.

Aby dostaé¢ rozktad stacjonarny tancucha 7’ rozwigzujemy podobny uktad réwnan
T =7p - 0+7y -1

my=mp-1+7,-0
Tty =1

Wychodzi nam 7, = 7y = % — maszyna jest raz w jednym stanie a raz w drugim, wiec

asymptotycznie bedzie w kazdym tyle samo razy.

9.2 Kolejka Markowa

9.2.1 Definicja

W réznych sytuacjach, zwlaszcza w informatyce, mamy do czynienia z kolejkami do ktoérych
przychodza zdarzenia w pewnym sensie losowo, i ktére sg potem obstugiwane rowniez wzglednie

losowo. Kolejka Markowa stuzy wtasnie do modelowania takich procesow.
Na opisanie modelu kolejki bedziemy stosowaé¢ notacje Y/Z/n, gdzie:

1. Y opisuje rozktad z jakim przychodza zdarzenia (klienci)
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2. Z opisuje rozktad czasu jaki zajmuje obstuzenie pojedynczego klienta

3. n mowi ile mamy watkow, ktore jednoczesnie beda obstugiwaé zapytania z kolejki

9.2.2 Kolejka M/M/1

M w naszej definicji oznacza Memoryless. Innymi stowy, nowi klienci przychodzg zgodnie z
procesem Poissona z parametrem \ a czas obstugi (przez jedyny watek) ma rozktad wykltadniczy

z parametrem (.
Liczbe klientow oczekujacych w kolejce mozemy modelowaé procesem Markowa {M; | ¢t > 0}

Niech Py(t) = P(M; = k) oznacza prawdopodobienstwo na to, ze obecnie w kolejce mamy k

klientow.

Twierdzenie 9.2.1 (strona 231 P&C). Niech 7 bedzie rozkladem stacjonarnym naszego pro-

cesu. Wtedy
AN A
= (-3)()
n) \p

Oczekiwana liczba klientow w kolejce wynosi

W drugim przejsciu zauwazamy, ze wyglada to jak rozklad geometryczny z parametrem p =

1— ﬁ, ktorego warto$é oczekiwana wynosi %

9.2.3 Kolejka M/M/1/K

Ograniczamy rozmiar naszej kolejki przez K — kazdy klient ponad nadmiar jest odsytany z

kwitkiem. Jaki teraz mamy rozktad stacjonarny?

Twierdzenie 9.2.2 (strona 233 P&C). Rozktad stacjonarny kolejki ograniczonej przez K ma

postac:
1

YR o)t

k
Wo-(5> gdy E < K
T =
0 gdy k£ > K

o
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9.2.4 Cwiczenia

Cwiczenie 9.2.1. Do malego kantoru przychodzg klienci zgodnie z procesem Poissona w tem-
pie 0.2 klienta na minute. Sredni czas obstugi klienta zajmuje 2 minuty. Poniewaz pomieszczenie
jest niewielkie to kolejka miesci maksymalnie dwoch klientow (nie liczac obecnie obstugiwa-

nego), jesli kolejka jest pelna to nowy klient udaje sie gdzie indziej.
1. Zamodeluj ten proces jako proces Markowa — wyznacz graf stanéw i macierz przejscia.
2. Wyznacz rozktad stacjonarny procesu oraz jego taricucha
3. Asymptotycznie jaka czes¢ czasu kolejka jest petna?
4. Asymptotycznie jaka czesé klientéw uda sie gdzie indziej z uwagi na pelna kolejke?

5. W tym momencie w kolejce czeka doktadnie jeden klient. Jakie jest prawdopodobienistwo,

ze zostanie obstuzony zanim przyjdzie kolejna osoba?

Dowdad.

1. Na poczatek warto przetlumaczy¢ opis stowny na model matematyczny. Mamy dany

proces Poissona z parametrem \ = 0.2

Zaktadamy, ze czas przetwarzania ma rozklad wyktadniczy (bo w sumie nie przerabia-
lismy zadnej innej opcji) i skoro oczekiwany czas wynosi 2 to musi mie¢ on parametr
p=73

Bedziemy mieli trzy mozliwe stany 0, 1,2, 3 na mozliwe liczby os6b w kantorze (wliczajac

w to osobe obstugiwana) miedzy ktorymi przejscia opisuje macierz

0 1 0 0
P p 0 1—p O

0 p 0 1—0p

0 0 1 0

Wyjasnijmy co tu sie dzieje:

e Jesli w kantorze jest 0 klientow to jedyne co sie moze zdarzyé to przyjsé nowy, i w

ten spos6b mamy jednego klienta z prawdopodobienistwem 1

e Kiedy mamy jednego lub dwoch klientéw to sa dwie opcje — albo przychodzi nowy
klient i kolejka rosnie o 1 albo obstuzony zostaje obecny klient i kolejka maleje o 1. p
jest tutaj prawdopodobienstwem, ze kolejka maleje, czyli ze zanim przyjdzie kolejna

osoba to konczymy obstugiwaé obecng.

e Jesli kantor jest pelny (czyli sa w nim trzy osoby) to jedyne co moze sie staé, to

moze zosta¢ obstuzony klient i zwolni¢ jedno miejsce.

126



MPI 127

Pasowaloby policzyé p - czyli prawdopodobienistwo, ze obstuzymy klienta zanim przyjdzie
kolejny. Mamy dwie zmienne wyktadnicze X z parametrem A oraz Y z parametrem p. X

liczy czas do przyjscia kolejnego klienta a Y czas do konca obstugi obecnego.

p=Pmin(X,Y)=Y) = ks =72 =

~Jlot

Potrzebujemy jeszcze wyznaczyé parametry Mg, A1, A2, A3 dla czasoéw spedzonych w kaz-

dym ze stanéw.

Latwo pokazac, ze

(A=A =02
M=A+p=07
A=A+pu=0.7
\)\3 =u=0.5

2. Dla procesu rozwiazujemy uktad rownan

(
ToAo = ML - D

7T1)\1 = 7T0>\0 -1 + 7T2>\2 - p
7T2)\2 = 7T1)\1 . (1 —p) —{—71'3)\3 -1
T3A3 = Moy - (1 —p)

\7T0+7T1+772+7T3 =1
Dla tancucha jest podobnie, tylko bez lambd

To =T P
m=m,-1+7-p

my =7 (1—p)+m-1
w=m- (1)

/ / / !
K7T0—|—7r1+7r2—i-7r3—1

3. Sprawdzamy 73 wyliczone w poprzednim punkcie

4. Klienci widza stan kolejki zgodny z rozktadem stacjonarnym, zatem asymptotycznie w3

klientow zobaczy pelna kolejke.

5. jest to doktadnie p

127



Rozdziat 10

Rozklad normalny

10.1 Definicja

Definicja 10.1.1. Definiujemy rozklad normalny (uogélniony) jako rozktad o nastepujacej

funkcji gestosci prawdopodobienstwa:

fZ(z) = e_((z_u)/g)2/2

Definicja 10.1.2. Rozklad normalny o parametrach u i 0% oznaczamy jako N(u,0?).

Definicja 10.1.3. Standardowy rozktad Normalny to rozktad normalny o parametrach p =0

i 02 = 1; oznaczamy go (bez wiekszego szoku) jako N(0,1).

Definicja 10.1.4. Dystrybuante standardowego rozktadu normalnego oznaczamy jako .

Funkcja gestosci prawdopodobienstwa standardowego rozktadu normalnego wyglada jak dzban

dzwon.
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Y

10.2 Warto$é oczekiwana i1 wariancja
Najpierw wyliczmy wartos¢ oczekiwang standardowego rozktadu normalnego.

Twierdzenie 10.2.1. Wartos¢ oczekiwana standardowego rozktadu normalnego wynosi 0, wa-

riancja wynosi 1.

Dowdd. Warto$¢ oczekiwana wynosi 0, poniewaz standardowy rozklad normalny jest syme-

tryczny wobec prostej OY Wariancja:
Var[Z] = E[Z%] - E[Z)* =E[Z?] =

poniewaz E[Z] =0
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calkowanie przez czesci

1 1 e
—Ete_t2/2|iooo + E/ €_t2/2dt =1

Poniewaz pierwszy wyraz jest rowny 0 a drugi jest to dystrybuanta na od —oo do oo wiec

wynosi ona 1. O

Lemat 10.2.1. Zmienna losowa ma rozklad normalny wtedy i tylko wtedy gdy jest transfor-

macja liniowa zmiennej losowej o standardowym rozktadzie normalnym
Dowdd. Poniewaz zmienna losowa X z N(u,0?) ma ten sam rozklad co ¢Z + p mamy ze
EX]=EloZ + p] =

Var[X] = Var[oZ + p] = o°

czyli ten dzban dzwon ma efektywnie przesuniecie o pu.

10.3 Przyktad

Przyktad z ksiazki i wyktadu rozktadu normalnego: Detekcja Sygnatu (p. 245)
Cwiczenie 10.3.1.

Przyjmijmy ze mamy transmiter, ktory wysyta bit zakodowany za pomocg S € —1, +1. Ale nie
zyjemy w idealnym $wiecie i dodawany jest szum Y, ktory jest zmienna losowa o normalnym
rozkladzie ze srednig 0 i odchyleniem standardowym o.

Sygnal ten jest odbierany i dekodowany w zaleznosci jaki znak danego bita odbierzemy.
R=sgn(S+Y)

Chcemy znalezé prawdopodobienistwo, ze otrzymany bit bedzie inny niz ten, ktéry nadamy
(szum zmieni znak) P(R # S).

Prawdopodobienistwo, ze btad wyskoczy dla .S = 1 jest réwne prawdopodobienstwu, ze Y < —1

P(Y§—1):P(Y_“g _1_“> :q)<_l)

o o o

Dla S = —1 mamy podobnie (to jest symetryczne btw)

P(Yz1)=1—P<Y_“g1_“):1_@<l>

o (2 o
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Poniewaz symetria btw ®(—21) =1 — ®(L)

Wynik wynosi zatem 2(1 — ®(2)

Dalej musimy odczytaé¢ z tabeli (BOOOOOOOOOORING)

10.4 Centralne Twierdzenie Graniczne

Intuicyjnie: Centralne Twierdzenie Graniczne moéowi, ze jak mamy jakie$ niezalezne zmienne lo-
sowe (niekoniecznie o takim samym rozktadzie) to rozkltad srednich tych wylosowanych wartosci
bedzie zbiega¢ do rozktadu normalnego po wykonaniu pewnej, duzej liczby prob. Twierdzenie

to uzasadnia wystepowanie w naturze rozktadu normalnego.

Definicja 10.4.1. Ciag dystrybuant F}, Fs, ... zbiega w dystrybuancie do dystrybuanty F', co
oznaczamy jako F,, — F', jesli dla kazdego a € R w ktéorym F jest ciagta zachodzi:

nll_)IIQlo F,(a) = F(a)
Twierdzenie 10.4.1 (Centralne Twierdzenie Graniczne). Niech X7, X5, ...X,, beda niezalez-

nymi zmiennymi losowymi o takim samym rozkladzie, éredniej i wariancji 0. Niech X,, =
% Z?:l X;. Wowcezas dla dowolnych a, b

1imP(a§X_"_M-\/ﬁ§b>—>CI>(b)—(I>(a)

n—00 o
Dowdd. Aby dowies¢ CTG, bedziemy musieli przytoczy¢ pomocne twierdzonko, ktorego (mamy

nadzieje) nikt nie bedzie musiat dowodzi¢:

Twierdzenie 10.4.2 (Lévy-Crameér). Niech Y;, Y5, ... bedzie sekwencja zmiennych losowych,
gdzie Y; ma dystrybuante F; i funkcje tworzaca momentéw M;. Niech Y bedzie zmienng losowsa

o dystrybuancie F' i funkcji tworzacej momenty M. Jezeli dla kazdego t zachodzi:

lim M, (t) = M(t)

n—oo

to F,, — F dla wszystkich ¢t w ktorych F(t) jest ciagta.

Dowaod. Mitzenmacher przytacza to twierdzenie bez dowodu; na wyktadzie go réwniez nie byto,

a wiec i my udowodnimy je poprzez zatozenie go jako aksjomat (haha). O

Przystepujemy teraz do dowodzenia CTG.

Definiujemy Z; = (X; — u)/o. Wowcezas Z; sa to niezalezne zmienne losowe oraz:
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X,—pu] 1 1 1,
Var[Z;] Var[ - ] - (Var[X; — pl) - (Var[X;] — Var[mu]) =~ (02 —0)
(gdzie korzystamy z faktu, ze dla statej ¢ Var[cX] = ¢ Var[X]).

Ponadto mamy, ze:

Sn TP = YINT TR _NVNEINT g il T
o Vi n; o nzz1 Vn

Zeby zastosowaé teraz przywolane przez nas twierdzenie Levy’ego i tego drugiego musimy

pokazac, ze MGPﬂ zmiennych losowych postaci

_ Z?:l Zi
Vn

zbiega do MGF zmiennej losowej o standardowym rozktadzie normalnym. Po zastosowaniu

Y,

tego twierdzenia dostalibysmy juz teze Centralnego Twierdzenia Granicznego.

W takim razie, chcemy w tym celu pokazaé¢ cos takiego:
lim My, (t) = lim ]E[etzz';l Zi/‘/ﬂ L

n—oo n—oo

Niech My, (t) = E [etzi] bedzie funkcja tworzaca momenty zmiennej Z;. Zauwazamy, ze wowczas

MGF zmiennej losowej Z;/+/n wynosi:

Mz, /m(t) = E[et'z"/‘/ﬂ = My, (%)

Poniewaz Z; sa niezalezne i maja ten sam rozktad:

My, (t) = My, 7,/a(t) = (Mz,m(t)" = <MZ¢ <%)>"

Teraz wykonujemy magiczne zatozenie. Zdefiniujmy sobie, for no reason at all, funkcje L,

taka ze:

L(t) = In My (1)

Dodatkowo, rowniez bez jakiejkolwiek przyczyny, policzmy sobie pierwsza i druga pochodna

'Moment Generating Function
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Zacznijmy od trywialnych obserwacji:

Mz (0)=1 = L(0) =0

L(0) = (M5 0) = g Mo 0) = 1 = L — 5z =0
o) MalOML0) ~ (MO ME©) -0
Fo= (M () -— 1 —Ell=t

W ostatnim przejéciu korzystamy z faktu, ze E[Z?] = 1. Wynika to z faktu, ze E[Z?] —E[Z,]* =

o2 =1.

Przypomnijmy, ze chcieliSmy pokazaé, ze:

lim My, () — "/?

n—oo

lub réwnowaznie:

t " >
lim ( My, [ — — el /2
i (11 7)) e

po zlogarytmowaniu stronami:

, t t?
lim nL{ — | — —=
n—00 \/ﬁ 2
Pytanie teraz co musimy zrobi¢ by wykazaé, ze ta granica tyle wynosi.

Jak wszyscy wiemy, kiedy nie wiadomo jak policzy¢ granice, to liczymy ja L'Hopitalem. Za-
piszmy wiec sobie ten limit tak, by$my mogli uzy¢ tego twierdzenia (czyli zeby pojawil sie

symbol nieoznaczony ).

n—o00o n_l

No i lecimy z pochodnymi!
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t it _3
. L(TE) . L (%)t” i
lim = lim
n—oo ’n,_l n—o00 —2n_2
T
L (W)t
= lim =

I w sumie to mieliSmy dowies¢. Ale fajnie. O
Istnieja rézne warianty CTG, ktore maja swoje zastosowanie w roéznych sytuacjach. Ponizej
podajemy wypowiedzi dwoch takich wariantow.

Twierdzenie 10.4.3. Niech Xi,..., X, bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych z
E [X;] = u; 1 Var[X;] = o2. Niech zachodzi

L. Aars0 Viem) P (| Xi| < M) =1
2. limy oo D5y 072 = +00.

Woéwezas

< —
19

P<a< izt (Ni = 1) gb) 20 (b) — @ (a).

1=

Twierdzenie 10.4.4 (Berry-Esséen). Istnieje taka stata C, ze zachodzi nastepujace: niech
Xi,..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkltadzie ze skoiiczona
wartodcig oczekiwana o i wariancja o?. Dalej niech p = E UXZ — u]?’] <ooiX, = %Z?:l X;.
Mamy

P
<C- .
o 0'3\/5
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Entropia

11.1 Definicja

Definicja 11.1.1. Entropie dyskretnej zmiennej losowej X definiujemy jako

H(X)= ) -P(X=u2)-1gP(X=1)= E[lg %]

r€im X

Zaznaczmy, ze w rozdziale o entropii bedziemy postugiwaé sie logarytmem dwojkowym (lg), a

nienaturalnym (In), tak jak zazwyczaj.
Zdefiniujemy tez entropie indykatora (skrzywionego rzutu moneta)

Definicja 11.1.2. Niech p € (0, 1). Definiujemy:

H(p) = —plgp— (1 —p)lg(l - p)

Dla wygody przyjmujemy H(0) = H(1) = 0.
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Rysunek 11.1: Wykres funkcji H

1
1o
wiedliwa moneta generuje najwiecej losowosci (caly jeden bit informacji), a bardzo skrzywiona

Widzimy, ze entropia jest najwicksza dla p = intuicyjnie odpowiada to faktowi, ze spra-

moneta bardzo matlo (prawie zero bitéw informacji).

Nieco dziwnie jest mysle¢ o utamkowych bitach informacji; koncept ten ma wiecej sensu jesli
rzucamy taka moneta wiele razy — jesli pojedynczy rzut niesie nam p6t bitu to 100 rzutéow daje

nam 50 bitéw ,.czystej” informacji.

Bardziej namacalne konsekwencje tej intuicji zobaczymy w pozniejszych sekcjach, w ktorych

pokazemy jak mozna mierzy¢ losowo$é i kompresje za pomoca entropii.

Tym czasem pokazmy inny ciekawy fakt — jesli wykonujemy dwa niezalezne eksperymenty to

taczna entropia takiej zabawy jest suma entropii kazdego z osobna.

Twierdzenie 11.1.1 (Lemat 10.1 P&C). Jesli X7, X5 sa niezalezne, oraz Y = (X3, X3) to
H(Y)=H(X1)+ H(X>)
Dowdd. Stety lub nie, jest to jedna wielka pala.

H(Y) == P((X1,X3) = (11, 22)) - 1g P((X1, X2) = (21, 72))

Z1,T2

Z niezaleznosci rozbijamy na iloczyn prawdopodobieristw

H(Y) ==Y P(X;=2))P(Xs = 1) - (Ig P(X1 = 21) + g P(X3 = 15))

x1,T2
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Rozbijamy teraz sume na tej sumie logarytmow:

H(Y)=-> P(X;=2)P(Xs = 1) - 1g P(X; = 1)

1,22

— Y P(Xy = 21)P(Xy = 13) - Ig P(X5 = )

Z1,T2

Zauwazamy, ze mozemy wyciagnac¢ odpowiednio Y P(Xy = x9) oraz » |, P(X; = z1)

HY)==) P(Xy=1)» P(X;=m) 1gP(X;=m)

1

—ZP(Xlzl'l)ZP(XQZI2>1gP(X2:ZE2)

2

Lewe czynniki sumuja si¢ do 1, a prawe do odpowiednich entropii, zatem

H(Y) = H(X1) + H(X>)
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11.2 Szacowanie wspo6lczynnikéw dwumianowych

Twierdzenie 11.2.1 (Lemat 10.2 P&C). Niech n € N, ¢ € [0, 1] oraz ng € N. Wtedy

onH(q) ( n

<
n+1 = \ng

) < onH(q)
Dowdd. Dla g =01 g =1 dowod jest oczywisty. Niech zatem ¢ € (0, 1)
1. Pokazmy najpierw ograniczenie gorne.
Poniewaz nq € N wyrazenie (n"q) wystepuje we wzorze
" /n n
1= Gt =) =3 (F)ara -t = (2 )= o o
k ng
k=0
Zatem
") < g1 — g)"m9n = 9nalsan(a-Dlg(l=g) — gni(g)
ng) =
2. Teraz pokazemy ograniczenie dolne.
Bedziemy chcieli pokazac, ze (Z) q (1 — q)(l_’”” jest najwiekszym sktadnikiem sumy — w
ten sposob dostaniemy
1

A (g — - >
<nq>q ( %) “n+1

co przeksztalcamy do postulowanej nieréwnosci tak jak zrobiliémy to przed chwila.

Roéznica dwoch kolejnych sktadnikéw sumy wynosi

(Z) ¢“(1—q)" "~ (k i 1) (L=t

Qe (it )

Jak wyliczymy nawias do sensownej postaci to nam wyjdzie, ze jest on dodatni tylko gdy

k>gn—1+4¢q
W takim razie pierwszym takim k jest k = gn, czyli gn-ty sktadnik jest tym najwiekszym.
O

Twierdzenie 11.2.2 (Wniosek 10.3 P&C).

Dla0<q<3 "
nH
2 <( " )<2”H(‘1)
n+1 7 \|ng]
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Dla%ﬁqgl

nH
ont(q) - n < oni(a)
n+ 1l \[ngl) =

Dowdad. 1. Pokazmy najpierw ograniczenia gorne.

Skorzystamy tutaj z prostej obserwacji:
[nq) < ng < [ng]

Zobaczmy jak to wyglada dla pierwszego przypadku. Skoro |ng| < ng oraz ¢ < % to
q™ < ql7) oraz (1 — ¢)" 7 < (1 — ¢)""l") | a zatem

(L%J)qqn(l S s (JQJ)qL"”(l — gl <1

Stad stosujemy rozumowanie pokazane w dowodzie twierdzenia [11.2.1] aby dostaé¢ ogra-

niczenie gorne.
Analogicznie pokazujemy przypadek drugi.

2. Przejdzmy teraz do ograniczen dolnych i ponownie ograniczmy sie do pierwszego przy-

padku.

Najlepiej bytoby pokazaé

nq| n+1

ale niestety w ksiazce tego nie ma (jest za to blef) a na wykladzie tego nie omawialismy.

]
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11.3 Entropia jako miara losowosci

Definicja 11.3.1. Funkcja ekstrakcji nazywamy taka funkcje Ext, ktora zwraca bity w
oparciu o wartosci zwracane przez zmienng X w taki sposob, ze dla dowolnego ciggu binarnego

y zachodzi
P(Ext(X)| = k) £ 0 = P(Ext(X)=y||y| =k) =27*

Innymi stowy — jesli mozemy dostac¢ jakis ciag k-bitowy to mozemy dostaé kazdy ciag k-bitowy,
wszystkie z rownym prawdopodobienistwem. Dalece nie jest oczywiste, ze taka funkcja ekstrakcji

w ogole istnieje (by¢ moze nasza zmienna zachowuje sie w brzydki sposob).
Czasem jednak jest dobrze.

Twierdzenie 11.3.1 (Twierdzenie 10.4 P&C). Niech X ma rozklad jednostajny na zbio-
rze {0,...,m — 1}. Wtedy istnieje funkcja ekstrakcji Ext, ktora srednio zwraca co najmniej
|H(X)| —1=|lgm]| — 1 bitow.

Dowdd. Nasza funkcje konstruujemy rekurencyjnie. Niech Ext,, bedzie funkcja ekstrakeji dla
ustalonego m.

Jesli m = 1 to zwracamy pusty ciag Ext;(0) = @. Rozwazmy zatem m > 2.

Niech o = [lgm]. Definiujemy

T dla z < 2¢
EXtm_Qa (x — 2a) dla z 2 2¢

Ext,,(z) =

Intuicyjnie dziala to tak, ze wybieramy najwicksza potege dwojki, ktora miesci sie w m i dla
wszystkich liczb mniejszych od niej zwracamy po prostu ich reprezentacje bitowa. ( wraz z
zerami wiodacymi, aby miata ona dlugosé «) Pozostale wartosci wypelniamy rekurencyjnie

krotszymi ciagami.

Pozostaje policzy¢ oczekiwang liczbe zwréconych bitow — nazwijmy ja E[X]. Ponadto niech
B = [lg(m —2%)]

2% m — 2%
+

EY] 2 — -« - ([lg(m —2%)] 1)
m—+2%—m m — 2¢

A
m
m — 2¢

=a+ (—a+5-1)

Mamy ponadto oszacowanie
m — 2¢ 26+ 1

<
m T 2042041 ]

140



MPI 141

Zatem
268+ _ 1
E[Y}Za—m'(a—ﬁ+1)
26+ 1

> o — (a-B+1

= (2ﬁ+1_1).(20¢-5—1+1) (Oé B+)
a—pF+1

>0 - 2717

=« 20=B-1 41

>a—1

]

Twierdzenie 11.3.2 (Twierdzenie 10.5 P&C). Niech p € (%, 1) bedzie prawdopodobienstwem
sukcesu pojedynczej proby oraz § > 0

Wtedy dla odpowiednio duzego n oraz ciaggu n niezaleznych prob:

1. Istnieje funkcja ekstrakeji, ktora srednio zwraca co najmniej (1 —6)-n- H(p) niezaleznych

bitow.

2. Srednia liczba bitéw zwracana przez dowolna funkcje ekstrakeji to co najwyzej n - H(p)

Dowdad.
1. Zaczynamy od pierwszego podpunktu

Niech j bedzie liczba sukcesow. Mamy (7;) mozliwych ciagéow, kazdy wypada z takim

samym prawdopodobienistwem.

Na podstawie poprzedniego twierdzenia mozemy zdefiniowa¢ na takich ciggach funkcje

ekstrakc;ji.

Niech Z bedzie liczba sukcesow ktore wypadty, a B liczba bitow, ktora zwracamy w
opisany sposob. Wtedy

E[B]=Y P(Z=k)-E[B|Z=k

Z poprzedniego twierdzenia mamy

E[B|Z=Fk > ng(Z)J 1

Bedziemy chcieli skorzysta¢ z oszacowania wspotczynnikéw dwumianowych przez entro-
pie.

Dobieramy zatem jakiego$ matego 0 < ¢ < min(p — %, 1— p) i bedziemy sie zajmowaé
k€ n(p—e)nlp+e)
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Teraz mowimy, ze

Teraz szacujemy

[n(pte)]
EB|> Y P(Z=k)-E[B|Z=F
k=[n(p—e)]

& e ()]

k=[n(p—e)]
[n(pte)]
> > P(Z=k) (nH(p+e)—1lgn+1)—2)
k=[n(p—¢))
>nmH(p+e)—lgn+1)—2)- P(|Z —np| < en)

v

Drugi czynnik mozemy ograniczy¢ nieréwnosciag Chernoffa na niezalezne proby Poissona.

Mamy:

2
P(|Z—np|>5n)§2-exp( ;5 )
D

Zatem

E[B] = (nH(p+¢) ~lg(n +1) = 2) - (1 _exp<_?f>)

> (1= 0)nH(p)

2. Teraz drugi podpunkt, na szczescie prostszy.

Jesli mamy jakas funkcje ekstrakeji Ext i wrzucimy do niej jakis§ ciag « taki, ze P(X =

x) = q to Ext moze zwrdcié co najwyzej lg% bitow.

Dzieje sie tak, poniewaz jesli wyplujemy jakie§ k bitow z prawdopodobienistwem ¢ to

kazde k bitéw musimy zwracac¢ z takim prawdopodobienistwem.
Wychodzi nam z tego, ze 2P¢@I. ¢ < 1.

Zatem
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11.4 Entropia a kompresja

Entropia pozwala nam mierzy¢ losowosé, ale jest to tez w pewnym sensie miara informacji.
A informacja jest do$¢ mocno powiazana z kompresowaniem tej informacji do najbardziej

upakowanej postaci. O tym jest ten rozdzial.

Definicja 11.4.1. Funkcja kompresji nazywamy taka iniekcje Com, ktéra dla dowolnego

ciggu n rzutéw monety zwraca cigg unikatowy ciggi binarny.

Pokazemy teraz twierdzenie, ktore wyglada bardzo podobnie do twierdzenie z poprzedniego

rozdziatu, ktore mowito o ekstrakeji bitow ze zmiennej.

Analogia wynika z tego, ze kompresowanie jest bardzo podobnym procesem do wytwarzania
losowych bitow, z tym, ze tutaj wymagamy dodatkowo, aby zwracane przez nas ciagi bytly

zawsze rozne, co moze wymagaé¢ dodatkowych bitow.

Twierdzenie 11.4.1. Niech p > % bedzie prawdopodobienistwem sukcesu pojedynczej proby.
Wtedy dla dowolnego 0 > 0 oraz wystarczajaco duzego n:

1. Istnieje funkcja kompresji Com, ktora srednio zwraca co najwyzej (1 + 0)H (p) bitow
2. Srednia liczba bitéw zwracana przez dowolna funkcje kompresji wynosi co najmniej (1 —
6)H (p)
Dowad.
1. Zaczynamy od pierwszej czesci — Skonstruujemy nasza funkcje kompresji explicite.
Ustalmy sobie takie € > 0, zeby p — e > %

Pierwszy bit bedzie flaga, ktoéra jest rowna 0 gdy w wejSciowym ciggu wystepuje co

najmniej n(p — €) jedynek, i 1 w przeciwnym wypadku.

Dla tych co maja 1 przepisujemy na pale bity z wejscia. Robimy tak, poniewaz szansa
na to, ze wypadto mniej niz n(p — ¢) jedynek jest mata ,a doktadniej zbiega do zera dla

dowolnego (statego) e. Dowodzimy ten fakt nieréwnoscia Chernoffa.

Szacujemy od gory liczbe pozostatych ciagéw. Korzystamy tutaj z faktu, ze p — e > %

wiee wspoteznynniki dwumianowe od [n(p — ¢)] maleja.

i . (?) < i ; <(n(pn_ 6)1) < g . onH(p—<)

j=[n(p—e j=[n(p—e

Tyle jest tych ciagow — kazdemu przydzielamy jakikolwiek ciag bitow, wystarczy uzyc

logarytmicznie wiele bitéw, czyli co najwyze;j.

nH(p—c¢e)+lgn+1
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Aby policzy¢ oczekiwang bierzemy oszacowanie z punktu pierwszego. Mitzenmacher bie-

rze tu dopekienie, ale przeciez

2

P(liczba jedynek > |n(p —¢)]) > 1 — eXp(_;w )
P

wiec troche nie dziata.
Dlatego my wstawiamy 1 jako gérne oszacowanie tego prawdopodobieristwa.

Wychodzi nam

2

exp<_§; ) ‘(n+1)+1-(nH(p—¢)+Ilgn+1)

Dla dowolnie ustalonego ¢ pierwszy skladnik zbiega do zera, zatem zostaje nam zatem

pokazac, ze dla dowolnie ustalonej 6 mozemy dobra¢ takie € aby dla duzych n zachodzito:
nH(p—e¢)+lgn+1<(1+5)nH(p)

Przeksztalcajac otrzymujemy

lgn+1
n

<(1+06)H(p)—H(p—¢)

Teraz zauwazamy, ze im mniejsze € tym blizej siebie sa obie entropie po prawej stronie,
zatem dla odpowiednio matego ¢ zachodzi

(1+0)H(p)—H(p—¢)>0

Z drugiej strony Ig"TH zbiega do zera, wiec jak dobierzemy mate epsilon, to potem dobie-

ramy duze n tak, aby te dwa oszacowania byly rozdzielone jakas mata stata.
No i fajnie.

2. Teraz czes¢ druga tezy
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11.5 Twierdzenie Shannona

Podobnie jak kompresja wprowadza kodowanie, ktore zmniejsza liczbe bitéw potrzebnych na
zapisanie informacji, tak mozemy wprowadzi¢ kodowanie, ktore zwieksza liczbe bitow aby uod-

porni¢ dane na bledy wynikajace z niedoktadnosci przekazu.

11.5.1 Definicje

Definicja 11.5.1. Kanalem z parametrem p nazywamy ,funkcje” (bo matematycznie to nie

jest funkcja), ktora dla zadanego ciagu x1, ..., z) zwraca losowo ciag y1, . ..y taki, ze
Vici<k : P(zi #yi) =p

Kanal dla ustalonego bedziemy oznaczaé¢ przez Channel dla p wynikajacego z kontekstu.

Zauwazmy, ze jesli p = % to efektywnie dostajemy losowy ciag bitéw, dlatego dalej bedziemy

sie zajmowaé optymistyczna sytuacja, w ktorej p < %

Definicja 11.5.2. Dla ustalonych k,n;k < n (k,n)-enkoderem bedziemy nazywaé¢ dowolng
funkcje {0, 1}k — {0,1}", natomiast (k,n)-dekoderem bedziemy nazywaé¢ dowolna funkcje
{0.13" = {0, 13"

Bedziemy oznaczaé¢ Enc oraz Dec dla k,n wynikajacych z kontekstu.

Definicja 11.5.3. Odleglosé edycyjna, zapisywang jako A, ciagow a, b € {0,1}" definiujemy
jako liczbe pozycji na ktorych ciagi a, b sie roznia, tj. A(a,b) = |{i | a; # b;}|

Wyposazeni w definicje szukamy jakiego$ oszacowania, jak wiele informacji jestedmy w stanie
upakowa¢ w n bitach, tak aby przesytajac dowolna wiadomosé m € {0,1}" przez kanal o
parametrze p prawdopodobieristwo, ze odczytaliSmy niepoprawng wiadomosé byto mniejsze
niz .

Bardziej formalnie dla ustalonych p, n, v szukamy max k takiego, ze

JEne,Dec : Vmefo,13m ¢ P(Dec(Channel(Enc(m))) =m) > 1 —v

Widzimy, ze jesli p = 0, tj. kanal jest idealny, to maxk =n a Enc = Dec =z +—

Dla p > 0 to intuicyjnie k ~ n- (1 — H(p)), gdzie H(p) to entropia skrzywionego rzutu moneta.

11.5.2 Twierdzenie Shannona

Mitzenmacher podaje zblefiony dowdd. (Blef jest przy liczeniu E[W,] — zbiory T7, T3 sa zmien-

nymi losowymi, wiec nie mozna ich wyciagnaé¢ przed operator oczekiwanej).

My przedstawimy bardzo podobny, lecz poprawny dowdd ponizszego twierdzenia.
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Twierdzenie 11.5.1 (Shannon, tylko ze lepiej niz Mitzenmacher).

VPG(O,%)V517>03noVn>nO :

Fbne,Dec¥ e o1yt + F(Dec(Channel(Enc(m))) # m) < v

2. Niech M bedzie zmienna losowa, ktora przyjmuje losowa wiadomosé jednostajnie.
Wtedy:
Wk - (1— H(p) +0)
VEne Dec P (Dec(Channel(Enc(M))) = M) < v

Dowdd. Pokazemy tylko pierwsza nieréwnosé, druga zostawiamy dla dociekliwego Czytelnika.

Dowdd zaczynamy tak jak robi to ksiazka.

Na poczatku pokazemy cos stabszego — mianowicie, ze jesli wysylamy losowe wiadomosci z
jednostajnym prawdopodobienistem to oczekiwany btad jest mniejszy niz v. Potem pokazemy

jak wykazaé¢ nier6wnos¢ postawiona w tezie.

Niech M bedzie zmienna losowa, ktora kazda wiadomo$é przyjmuje jednostajnie. Skonstru-

ujemy takie funkcje Enc i Dec aby

P(Dec(Channel(Enc(M))) # M) <~

Zaczynamy od wylosowania 2% kodéw n-bitowych - beda to kody wiadomosci. Mamy wiec

zmienne losowe na kazda wiadomos¢ — {Xm}me{o 1y+- Ponadto definiujemy Enc(m) = X,,.
Dec dostaje teraz wiadomosé, ktéora w oczekiwaniu ma pn przektamanych bitow.
Niech s bedzie wejéciem dla dekodera, a € dobrane wystarczajaco male.

Jesli

oy A Xm) € [(p—e)n, (p +€)n]

to dekoder jednoznacznie zwraca m. Warunek ten mozna ilustrowac jako pierscieri o szerokosci
2e wokot odpowiedniego punktu oraz pytanie czy w tym pierscieniu jest doktadnie jeden kod
jakiejs wiadomosci.

W przeciwnym razie albo nie mamy zadnej albo mamy wrecz za duzo opcji i zwracamy cokol-

wiek, ale bedziemy zaktadaé¢ ze mamy pecha i zawsze zwracamy Zle. Zastanowmy sie kiedy tak

sie dzieje.

Okazuje si¢ ze istnieja dwie opcje na sprawienie aby warunek na poprawna odpowiedz byt

fatszywy.
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1. Kanal wykonal za duzo przektaman
2. Odebrana wiadomosé jest pomiedzy dwoma mozliwymi zrédtami.

Mozemy policzy¢ prawdopodobienstwo ze jesli do kanatu wejdzie s; to kanal zwréci s;. Wynosi

ono doktadnie
w(sy, $2) = PA(81’52)(1 - p)n_A(Sl’SZ)

Dla kazdej pary m € {0,1}*,s € {0,1}" definiujemy indykator
1 gdy Dec(s) #m
0 gdy Dec(s) =m
ktory nam mowi, czy zostatl popetniony blad.

Dla dowolnej wiadomosci m € {0,1}* definiujemy prawdopodobienistwo W,,, ze wysylajac m

nie udato nam sie odzyska¢ wiadomosci:

W, = Z W(Xp, ) - L s

s€{0,1}"
Podkreslmy, ze W,,, jest zmienng losowsa, ktora jest zalezna od X,,.
Bedziemy chcieli policzy¢ E[WW,,] po kazdym mozliwym wyborze kodow X7, ..., Xox

Zdefiniujmy sobie najpierw dwa rodzaje zbioréow, ktére nam kategoryzuja odbierane kody:
Ti(x) ={s €{0,1}" | |A(x, s) — pn| > en}
To(z) = {s € {0,1}" | |A(z, s) — pn| < en}

Teraz rozpisujemy sobie E[WV,,] na osobne przypadki:

EWn =E| Y w(Xm,s) Ins

s€{0,1}"

I
&=

Z w<Xm7 5) ’ [m,s +E Z ’LU(Xm, S) ’ [m,s

_SETl (Xm) SETQ(Xm)

Bedziemy chcieli oszacowaé kazdy sktadnik osobno.

Zrobimy tutaj jednak co$ innego niz ksiazka, ktéra wchodzi operatorem wartosci oczekiwanej
pod sume, ignorujac zupetnie fakt, ze sumujemy si¢ po czyms co jest zalezne od zmiennych
X17 ey X2k.

1. Pierwszy sktadnik.
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Zaczniemy od oszacowania sumy pod wartoscig oczekiwang przy ustalonych X, ..., Xok

Skoro s € T1(X,,) to I, s = 1 bo z definicji 77 mamy za duzo przekltaman aby odzyskac

m, upraszczamy zatem to wyrazenie do

Z W( X, ) - Lins = Z w(Xpm, s)

S€ETI(Xm) SETI(Xm)

Zauwazamy, ze mozemy zapisac, troche bardziej intuicyjnie
w(X,, s) = P(Channel(X,,) = s)

przy czym X,, jest ustalone; prawdopodobienistwo liczymy jedynie wzgledem zachowania

kanatu. Przepisujemy zatem wyrazenie i korzystamy z definicji 77 (X,,)

Z w(Xp, s) = Z P(Channel(X,,) = s)

seT (Xm) seT (Xm)

= P(JA(X,,, Channel(X,,)) — pn| > en)

Zauwazamy teraz fajng rzecz, mianowicie kanal wykonuje przektamania niezaleznie od
tego co przez niego przechodzi. Niech D oznacza liczbe przekltamarn wykonywanych przez

kanatl (na dowolnym wejsciu).
Ograniczamy nieréwnoscia Chernoffa, gdzie p = pn,d = 1%:
P(]A(X,,, Channel(X,,)) — pn| > en) = P(|D — pn| > en)

—ne?
gZeXp( 3 )
D

Dostalidémy oszacowanie kazdej konfiguracji przez stata, mozemy zatem oszacowaé¢ wartosé

oczekiwang od gory, a nastepnie wziaé n wystarczajaco duze aby uzyskane oszacowanie

. .y
bylo mniejsze niz .

2. Drugi sktadnik.

W tym miejscu ksiazka ponownie robi dziwne rzeczy z operatorem wartosci oczekiwa-
nej. Przeprowadzimy dosé¢ podobne rozumowanie, ale wykorzystamy do tego warunkowa

wartos¢ oczekiwana.
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Rozpisujemy zatem

El Y wXms) Ins| = > E| > w(Xon,8) I | Xow = th | - P(X =

s€T2(Xm) ym€{0,1}" | s€T2(Xm)

- Z E Z w(yma S) ' ]m75 | Xm =Ym | - 27"

ym€{0,1}" SETZ(?JW)

= . Z Z ym, : [Im,s ’ Xy = ym]

ym€{0,1}" s€T2(ym)

Z Z W(Ym, 8)  Plms = 1| Xow = Ym)

ym€{0,1}" s€T2(ym)

Oszacujemy teraz

Prawdopodobienistwo, ze ustalony X;, ¢ # m zapala nam indykator wynosi doktadnie

P(X; € To(ynm)) = N~ 2—”-<T.L)

j=Tn(p-2)] J
Szacujemy od gory za pomoca entropii
[n(p—e))
5 (1) g
j=n(-e

Przez union bound szacujemy, ze prawdopodobienstwo, ze dowolny z innych kodéw spo-

woduje nam kolizje, wynosi co najwyzej
(28 —1)-27" . n . 20HPHE) < expy (b + n(H(p+€) — 1))

Dostalismy tadne oszacowanie, mozemy je wlozy¢ do wyjsciowego wyrazenia aby otrzymac

Z Z yma : (Im,s =1 | Xm - ym)

ymE{O 1}” SGTQ(ym)

<27 Z Z W(Ym, S) - n-expy(k+n(H(p+e)—1))

ym€{0,1}" s€T2(ym)

=2"-n-expy(k+n(H(p+e)—1)) Z Z W(Ym, S

ym€{0,1}" s€T2(ym)
<27"-n-expy(k+n(H(p+e)—1))-2"
= n-expy(k +n(H(p+e) - 1))

Teraz mozemy skorzysta¢ z faktu, ze k < (1 — H(p) — d)n i dosta¢ oszacowanie od gory
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przez
n-expyn(H(p+e)— H(p) —9))

Dopieramy ¢ na tyle male, aby H(p 4+ ¢) — H(p) < . Wtedy wyktadnik jest ujemny,

zatem dla odpowiednio duzego n otrzymane wyrazenie jest mniejsze niz 3

Pokazalismy zatem, ze jesli dobierzemy odpowiednio mate € oraz wystarczajaco duze n to oba
sktadniki s3 mniejsze od 3 a zatem
E[W,] <~

Sumujac te oczekiwania dla wszystkich mozliwych wiadomosci dostajemy
E[Y Wl =) EW,]<y-2*
m=0 m=0

Skoro oczekiwana sumy jest ograniczona przez v - 2F to musi istnie¢ konkretny zbiér kodow
x1,...,Tox € {0,1}" dla ktorych

2k
m=0

Jesli wiadomosé wysytamy losowo z prawdopodobienstwem 2% to oczekiwane prawdopodobien-

stwo bledu wynosi co najwyzej
e 1
k _
m=0
co zamyka dowod stabszej tezy.

Pokazemy teraz silniejsza wersje tezy (1) to znaczy, ze istnieje takie kodowanie, ze dla kazdej

wiadomosci prawdopodobienstwo porazki wynosi co najwyzej .
Ustalmy +' = 1,0’ = 0 + ¢, gdzie € jest wybrane dowolnie mate.

Pokazalismy, ze dla v/, ¢ jesli k < n - (1 — H(p) — ¢) to istnieje taki wybor kodow zq, ... Tor,

ze

2k
m=0

Bez straty ogé6lnosci mozemy posortowaé x; rosnaco po W;.

Zauwazmy teraz, ze dla i < 2¥~! musi zachodzi¢

W; <29
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Istotnie — w przeciwnym razie Wow—1 > 27’ a co za tym idzie
p y 2 Y y

2k
Z W, > 287124/ = 2Fy/

m=2k—-141
co jest sprzeczne z wlasnodcig wybranego kodowania.

W takim razie mozemy wykorzystaé¢ xq, ..., Tox-1 jako kodowanie dla wiadomosci k — 1 bito-

wych, i tym samym dostajemy
Vit k=1 <n(l—Hp)—75): e eyt  P(Dec(Channel(Enc(m))) # m) < 2/

Odwinmy teraz oznaczenia:

1
Vit k < n(l —H(p)—0—c+ —) : Fene,DecV peqo1yk + P(Dec(Channel(Enc(m))) # m) < v
/”L b
Dla dostatecznie duzych n mamy % < € a zatem
1
/{;Sn(l—H(p)—5—€+—) <n(l—H(p) —9)

Co pozwala nam ostatecznie stwierdzi¢, ze dla v, ¢

FnoVnono Vi k < (1 — H(p) = 6) : Fene,pecV,eqo1yr + L(Dec(Channel(Enc(m))) # m) < v

co nalezalo pokazac. [
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Rozdziat 12

Sprzegania

12.1 Wstep

Interesuje nas pytanie, jak dlugo nalezy prowadzi¢ eksperyment aby rozktad aktualnego stanu
byt bliski rozktadowi stacjonarnemu. Oczywiscie pytanie to ma sens tylko dla tancuchéw nie-

okresowych. Co jednak nawet znaczy "bliski"w tym kontekscie?

Przyktad 12.1.1. Tasujemy n kart. W kazdym kroku:
e Wybieramy karte losowo, jednostajnie i niezaleznie od poprzednich krokow
e Kladziemy wybrang karte na wierzchu talii

Niech X to pewna ustalona permutacja poczatkowa, a X, to permutacja kart po n krokach.
Mozemy zauwazy¢, ze (X, )nen jest skoriczonym, nieprzywiedlnym oraz nieokresowym (bo mo-

zemy wzia¢ karte z wierzchu) taricuchem Markowa, a wiec ma rozktad stacjonarny (7;).cs.

Niech x € S. N(z) to zbiér stanéw osiagalnych z z w jednym kroku. Oczywiscie |N(z)| = n

1
Ty = z: j{: Ty
)

yEN (z

oraz

Mozemy zauwazy¢, ze rozktad jednostajny spelia ten ukitad réownan, a wiec z unikalno$ci
rozktadu stacjonarnego

=
Jesli wierzymy w to, ze odpowiednio dlugo tasujac zbiegamy do rozktadu stacjonarnego, to
jest to dobre tasowanie, bo w rozkladzie stacjonarnym kazda permutacja jest réwnie prawdo-

podobna.

Przyklad 12.1.2. Powr6cimy na moment do poprzedniego przyktadu z tasowaniem kart.

Ustalmy 7 jako rozktad stacjonarny oraz x jako pewng ustalona permutacje kart. Bedziemy
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tasowa¢, az obecny stan ma rozklad D taki, ze ||D — ||, > € dla pewnego € > 0.

1
> 1D = 7l = max|D(A) - ()] 2 D) -

1 1
H—G<D(x)<m+e

Przyktad 12.1.3. Dla kontrastu, gdy bedziemy oszukiwaé przy tasowaniu zostawiajac asa pik

na wierzchu talii. Ustalmy B jako zbiér wszystkich permutacji z asem pik na wierzchu.

€> [|D = llyy = max|D(A) — (A)

12.2 Sprzeganie rozkladéw

Definicja 12.2.1. Niech u, v beda rozktadami prawdopodobienistwa nad skoriczonym zbiorem

S. Norma catkowitego wahania (total variation distance) tych rozktadow nazywamy wartosé

i = vllzy = max|p(A) — v (A)].

Lemat 12.2.1. Niech p, v beda rozktadami prawdopodobienstwa nad skonczonym zbiorem S.
Niech B={z € S:pu(x) > v(x)}. Zachodzi

le = vllpy = p(B) —v(B) = v (B) = n(B°).

Dowdd. Sprobujmy przekazaé intuicje tego, czym jest norma catkowitego wahania. Ponizej

mamy wykres, na ktorym zaznaczone sg rozklady p oraz v oraz zbiory B i B¢

I1

A
\ 4
A
\ 4

B B¢

Wiemy, ze pole pod u = 1 oraz pole pod v = 1. W takim razie, mozemy zauwazy¢ ze pola I i II
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sg sobie wzajemnie rowne. Dodatkowo, patrzac na definicje normy catkowitego wahania, mozna
prosto zauwazy¢, ze jest ona réowna polu I (bo B to zbiér w ktorym p najbardziej dominuje

nad v) oraz polu II (analogicznie). Prosto widzimy, ze
Pole I = u(B) — v(B)

Pole I = v(B°) — u(B°)

Co koniczy dowod O

Lemat 12.2.2. Niech p, v beda rozkladami prawdopodobienistwa nad skonczonym zbiorem S.
Zachodzi )
[ = vl = 52 | (2) —
zeS

Dowdd. 7 poprzedniego lematu dostajemy, ze dla B = {x € S: u(z) > v ()} jest

b=y = 5 (0 (B) = v (B) v (BY) —  (B)) = 5 3 lu () -

z€S
]

Lemat 12.2.3. Niech u, v beda rozktadami prawdopodobienistwa nad skoriczonym zbiorem S.
Zachodzi

z€S €S

s = vl = %Sup{Zf(:v)u(m) =3 F @) v () maxf (@) < 1}.

Dowdd. (>) Jesli max,es |f ()] <1, to mamy

LS @) - f v @ ggzuwm-mn

zeS zeS zeSsS

_ZW )| = lp—vlpy-

€S

| /\

(<) Bierzemy B ={zx € S: pu(x) > v(z)} i definiujemy funkcje

N 1, r€B
x) = ,
/(@) {—1,x€BC

ktora daje

N | —

(Zf* (@) p(a) =Y f@)vie ) Zlu )| =l = vy -

€S €S mES
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Definicja 12.2.2. Niech pu, v beda rozktadami prawdopodobienstwa nad skoniczonym zbiorem
S. Sprzeganiem p i v nazywamy dowolna pare zmiennych losowych (X,Y) taka, ze X ma

rozktad p, a Y ma rozktad v. W szczegdlnodci te zmienne nie musza by¢ niezalezne.

Lemat 12.2.4. Niech (X,Y") bedzie sprzeganiem p i v. Zachodzi
I =vlpy < P(X #Y).
Ponadto istnieje sprzeganie dla ktérego zachodzi réwnoscé.

Dowdd. Dla dowolnego A C S mamy
pw(A)—v(A)=P(X €A —PYcA)<P(XeANY A <P(X#Y).

Analogicznie v (A) — p(A) < P (X #Y). To daje zadana nieréwnosc.

Teraz skonstruujemy sprzeganie speliajace rownosé. Niech B = {z € S : u(z) > v (z)}. Niech
p1=p(B)=v(B),p2 = v (B°)—pu(B). Mamy p1 = ps = ||t — vz Niech p3 = 1—p; = 1—ps.

Rzucamy moneta z prawdopodobienistwem orta ps. Jedli wypadnie orzel to ustalamy X =Y =

s, gdzie s wybieramy z S z rozkladem <pis min (u(s),v(s)) : s € S) . Jesli wypadnie reszka usta-

lamy X = x1Y =y, gdzie x jest wybierany losowo z S z rozkladem (p% max (p(x) —v(z),0):x € S),

a y z rozktadem (p% max (v (z) — p(z),0):x € S). W przypadku reszki jedna zmienna przyj-

muje tylko te wartosci, na ktorych p jest wieksze, a druga tylko te, na ktorych v jest wieksze.
Mamy wiec P (X #Y) =1 —p3 = ||t — V||, & (X, Y) faktycznie jest sprzeganiem pi v —

zmienne maja odpowiednie rozktady. O]

12.3 Sprzeganie lancuchéw

Bedziemy rozwazac taicuch Markowa (X;),.y (skoniczony, nieprzywiedlny, nieokresowy) o ma-

cierzy przejscia P, zbiorze stanéw S i rozktadzie stacjonarnym (7, ) Przez P'(z,-) ozna-

zeS”
czamy rozklad X; przy zalozeniu Xy = x.

Definicja 12.3.1. Definiujemy
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Ostatnig z tych warto$ci nazywamy czasem mieszania taricucha Markowa. Bedziemy tez (bez

wiekszego powodu) oznaczaé Timix = Timix (le)

Definicja 12.3.2. Sprzeganiem lancuchéw Markowa X,Y o macierzy przejscia P i zbiorze
stanow S jest dowolny taricuch Markowa (Z; = (X4,Y;)),cy na przestrzeni stanéw S x S taki,
ze

P (X =2"| Z; = (v,y)) = P (v,2)

PYii=v |2 = (z,y) = P(y,y)
dla kazdego t > 0, x,y, 2",y € S.

Sprzegane tancuchy to dwie rownolegte kopie jednego procesu. Nie zawsze maja one te same
stany, ale tez nie zawsze sa niezalezne. Nie ustalamy nic o stanach poczatkowych. Beda nas
interesowaé takie sprzegania, ktore sprowadzajg obie kopie do tego samego stanu i potem je

tak utrzymuja.

Lemat 12.3.1. Niech ((X},Y})),cy bedzie sprzeganiem tancuchéw (skoriczonych, nieprzywie-
dInych, nieokresowych) z macierza przejscia P i zbiorem stanéw S. Niech T'€ N i e > 0 beda
takie, ze dla kazdego x,y € S zachodzi

P(Xr#Yr| Xo=2,Yy=y) <e.
Wtedy czas mieszania tancucha z macierza P jest ograniczony:
Vees Ay (T) <€
Tmix (€) < T.

Dowdd. Zauwazmy, ze sprzeganie spelnia zalozenia niezaleznie od tego, w jaki sposob ustalimy
Xo 1Yy. Ustalmy dowolne x € S. Niech Xy = x i niech Y bedzie wybrany losowo z rozktadu
stacjonarnego m. Wtedy Y; ma rozktad 7 dla kazdego t.

Niech A C S. Mamy

P(XTEA)ZP(YTEAQXT:YT):1—P(YT¢AUXT7£YT)
Zl—P(YTgA)—P(XT%YT>ZP(YTGA)—ngF(A)—E

Analogicznie P (X € A°) > 7w (A°) —e, czyli P (Xp € A) <7 (A) +e.

Mamy zatem

VIGS Aa: (T) = Ifrllgg’<|PT (l’,A) —7T(A)| <e,

a z tego wynika
Tmix (5) S T
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Lemat 12.3.2 (O monotonicznosci). Niech P bedzie macierza przejscia skoriczonego, nieprzy-
wiedlnego i nieokresowego tancucha Markowa ze zbiorem stanéw S i rozktadem stacjonarnym
7. Dla kazdych ¢ > 0,2 € S zachodzi

Ay (t+1) <AL ().

Dowdd. Ustalmy ¢t > 0 i x € S. Niech (X;,Y;) bedzie sprzeganiem rozktadow P*(x,-) i 7
speliajacym P (X; # Y;) = A, (t) (przedtem pokazaliSmy, ze istnieje sprzeganie, dla ktorego
ta rownosé zachodzi). Definiujemy (X1, Y;+1) w nastepujacy sposob: jesli X; = Y;, wykonu-
jemy krok taricucha zgodnie z macierza P (na obu wspotrzednych taki sam), a w przeciwnym

wypadku wykonujemy dwa niezalezne kroki. Zauwazmy, ze Y;,; dalej ma rozktad 7. Mamy

A, (t) = P(X; #Y)) > P(Xipa # Yap) > [P () = 7|y = Ac (£ 4+ 1)

Twierdzenie 12.3.1 (O geometrycznej zbieznosei). Niech P bedzie macierza przejscia skori-
czonego, nieprzywiedlnego i nieokresowego tanicucha Markowa ze zbiorem stanéw S i rozkltadem

stacjonarnym 7. Wtedy istnieja o € (0,1) i C' > 0 takie, ze
Voen A (n) < Ca™.

Dowdd. Ustalmy r > 1 takie, ze dla kazdych z,y € S jest P"(z,y) > 0 (dla konkretnych
dwoch istnieje, bo tancuch jest nieokresowy i nieprzywiedlny, a ze skonczonos$ci mozna wziaé

maksimum).

Niech m, = min,es P" (z,y) dla y € S. Jest to najmniejsze z prawdopodobienstw, z jakimi
da sie przejs¢ do y krokiem macierzy P". Niech m = Zye ¢my < 1 (ta suma ogranicza z dotu

dowolny wiersz, a wiersz sumuje sie do 1).

Niech ((Xi,Y7)),en
stepujacy sposob: majac zadane X; = z,Y; = y (poczatkowe wartosci wybieramy dowolnie)
oznaczamy p = P’ (z,-), v =P (y,-)iB={x € S:pu(x) >v(x)} Niech p; = u(B)—v(B),
po=v(B)—p(B)ips=1—-pi=1-p.

bedzie sprzeganiem lancuchéw o macierzy przejscia P zadanym w na-

Rzucamy moneta z prawdopodobienistwem orta ps. Jedli wypadnie orzet, to ustalamy X;,; =
1
p3
nie reszka ustalamy X;,,; = z i Y,,; = y, gdzie x wybieramy losowo z S z rozkladem
<imax(,u($) —v(z),0):x € S), a y z rozkladem (p%max(l/(x) —p(z),0):z€ S).

p1

Yit1 = s, gdzie s wybieramy z S z rozkladem min (u(s),v(s)) : s € S). Jesli wypad-

W ten sposob skonstruowalismy sprzeganie, dla ktérego zachodzi

1 .
Visoyes P (X1 =Yi1=y) >3- p_ min (p (y), v (y)) > my.
3
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Mamy wiec
Vi1 P(Xy=Y) =) P(X;=Y,=y) > m,=m,
yeS yes
a z tego wynika P (X; #Y;) < (1 —m)". Teraz majac zadane n = rt +j dla j € {0,...,r — 1}

mozemy zapisac
A, (n) <A, (rt) = || P (z,-) — 7THTV <P(X;2Y) <(1-m) =a™ < Cam,

gdzie polozylismy o = (1 — m)% iC=a". O

12.4 Przyklady sprzegan

Twierdzenie 12.4.1. Rozwazmy graf G o n wierzchotkach i stopniu maksymalnym A. Defi-
niujemy nastepujacy taricuch Markowa: niech My bedzie ustalonym k-elementowym zbiorem
niezaleznym w G. W kroku tanicucha losujemy wierzchotek v jednostajnie z M; i w jednostajnie
z V (G). Ustalamy M, = M, \ {v} U{w}, jesli taki zbior jest niezalezny i ma k wierzchotkow.
Inaczej M1 = M;.

Jesli k < m, to taki tancuch jest skoriczony, nieprzywiedlny i nieokresowy a jego rozktad

stacjonarny jest jednostajny po wszystkich k-elementowych zbiorach niezaleznych. Do tego jego

kn

czas mieszania jest ograniczony: Ty < In (4k) - DG

Dowadd. Nieokresowo$¢ wynika z tego, ze taricuch moze sta¢ w miejscu. Niech A # B beda
k-elementowym zbiorami niezaleznymi i v € B \ A. Pokazemy, ze z A da sie doj$¢ do zbioru
zawierajacego u bez usuwania zadnych wspolnych elementow A i B, co indukcyjnie pozwoli

nam na dojécie do B — w ten sposob pokazemy nieprzywiedlnos¢.

Jesli |N (u) N A| = 0, to przejscie A — A\ {v} U{u} dla dowolnego v € A\ B jest tym, co

chcemy.
Jesli N (u) N A= {v}, to v ¢ Bimozna przejs¢ A — A\ {v} U{u}.

Jesli N (u) NA = {v1,..., v}, to v1 ¢ B. Mozemy wyrzuci¢ v; i zamiast niego wzia¢ dowolny
element W =V (G) \ (UweA\{vl} Nw]UN [u]> Powtarzajac ten proces az do vy znajdziemy
sie w koricu w poprzednim przypadku i bedziemy mogli doda¢ v do naszego zbioru. Pozostaje
wykaza¢, ze W # @. Mamy [W| >n—(k—1)(A+1) —(A+1)+1> 3n+1 > 0, gdzie
jedynka wynika z tego, ze u zostalo policzone w sasiedztwie swoim oraz vs.

Niech P bedzie macierza przejscia tego tancucha. Mamy P (z,y) = P (y,z), bo albo miedzy
stanami da sie przej$¢ wybierajac odpowiedni wierzcholek ze zbioru i calego grafu (czyli z
prawdopodobieristwem %), albo sie nie da i obie strony to 0. Z tego wynika, ze dla rozktadu

jednostajnego 7 jest 7 (z) P (z,y) = 7 (y) P (y, ), a z tego wynika jego stacjonarnosc.

Zdefiniujemy sprzeganie ((Xy,Y;))en W nastepujacy sposob: X, jest juz opisanym tancuchem,
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czyli w kroku losujemy wierzchotki v, w. Jesli v € Yy, to Y; wykonuje krok dla wierzchotkéw

v, w. W przeciwnym wypadku losujemy v" jednostajnie z Y; \ X; i wykonujemy krok dla v, w.

Wierzcholki nalezace do Y; N X; maja szanse % na bycie wybranym, a pozostale —k’%th' .

1 1

ek — k0 @ wiec drugi tancuch tez ma macierz przejscia P.

Zdefiniujmy d; = | X, \ Y;|. Oczywiscie dyyq € {d; — 1,d;,d; + 1}. Pokazemy, ze jesli d; > 0, to
przejscie —1 jest bardziej prawdopodobne od +1. Mamy

k—dy 2d; (A+1)

Pld.,=d,+1]|d;,>0)<
(dig1 +1]d>0) < I "

di n—(k+d —2)(A+1
p(dt+1:dt—1’dt>0)2in (+tn )( "‘)’

bo w pierwszym przypadku musimy wybraé¢ wspolne v i takie w, ze doktadnie jeden z tancuchow

zmieni stan — szacujemy z gory przez sume sasiedztw niewspolnych wierzchotkéw z obu tancu-
chow (moze by¢ tak, ze te sasiedztwa sie pokrywaja i oba nie zmienia stanu, ale to szacowanie
z gory wiec jest dobrze). W drugim przypadku musimy wybraé¢ rézne v, v’ i takie w, ze oba
taiicuchy zmienig stan — odejmujemy najwieksze mozliwe sasiedztwa wszystkich wierzchotkow

w obu tancuchach poza v i v'. Teraz zaktadajac d; > 0 mozemy przeliczy¢

E[dtJrl|dt]:dt—P(dt+1:dt—1>+P<dt+1:dt+1)

Sdt_é'n—(k%—dt—Q)(A%—l)+k:—dt‘2dt(A—|—1) _d, 1_n—(3k’—dt—2)(A—|—1)
k n k n kn
Sdt(l_n—ii(k—l)(A%—l)))
kn

n—3(k—1)(A+1)

gdzie druga nieréwnos¢ to zastosowanie d; > 1. Oznaczmy C = o

Mamy E [dy;; | dy = 0] = 0, zatem
E[di] =E[E[dg | d]] SE[d] (1= C) < do (1 =)' < dpem D < e~ tH1C,
Z nieréwnosci Markowa
P(d,>1)<E[d) < ke = P(X,#Y;) < ke ™.
Dla t > In(4k) - % Mamy Tmix (}l) < t (w tym momencie wazne jest C' > 0, ktore wynika z

zalozenia o wartosci k). O

Twierdzenie 12.4.2. Rozwazmy graf G o n wierzchotkach i stopniu maksymalnym A. Definiu-
jemy nastepujacy tanicuch Markowa: niech M, bedzie ustalonym poprawnym c-kolorowaniem
wierzchotkowym G. W kroku taricucha losujemy wierzchotek v jednostajnie z V (G) i kolor ¢
jednostajnie z [c]. Jesli N (v) nie zawiera wierzchotkow koloru ¢, to zmieniamy kolor v na ¢.

Inaczej taricuch stoi w miejscu.
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Jesli ¢ > 2A + 1, to taki tanicuch jest skoriczony, nieprzywiedlny i nieokresowy a jego rozktad

stacjonarny jest jednostajny po wszystkich poprawnych c-kolorowaniach wierzchotkowych. Do

. _cn
c—2A"

tego jego czas mieszania jest ograniczony: Ty < In (4n)

Dowdd. Nieokresowos$¢ wynika z tego, ze taricuch moze sta¢ w miejscu. Rozwazmy kolorowania
X,Y i pewien dowolny porzadek na wierzchotkach. Mozemy po kolei poprawia¢ kolory wierz-
chotkow z X tak, zeby uzyska¢ Y. Jesli pewien wierzchotek v nie moze zmieni¢ koloru, to z
powodu jakiegos v’, ktory jest dalej w tym porzadku. Mozemy zmieni¢ kolor v" na jaki$ niekon-
fliktujacy, bo ¢ > A + 2. Robimy tak ze wszystkimi konfliktami i w konicu poprawiamy samo

v. Przedstawiony proces dowodzi, ze tancuch jest nieprzywiedlny.

Niech P bedzie macierza przejscia tego tancucha. Mamy P (z,y) = P (y,z), bo albo miedzy
stanami da sie przej$¢ wybierajac odpowiedni wierzchotek i kolor (czyli z prawdopodobienistwem
nic), albo sie nie da i obie strony to 0. Z tego wynika, ze dla rozktadu jednostajnego 7 jest

7 (x) P (z,y) =7 (y) P (y,z), a z tego wynika jego stacjonarnosc.

Zdefiniujemy sprzeganie ((X¢,Y})),oy W nastepujacy sposob: wybierzmy jednostajnie wierzcho-
tek v i kolor ¢. Niech D; = {v € V(G): X; (v) #Y: (v)}, A = {v € V(G): X; (v) =Y; (v)}.
Jesli v € Dy lub Dy = &, to oba X; 1 Y; wykonujg krok z v,/. W przeciwnym wypadku
X, dalej wykonuje taki sam krok, natomiast krok Y; jest bardziej przemyslany. Definiujemy
Sx (v) = Xy (N (v)) \ Y (N (v)) oraz Sy (v) = Y; (N (v)) \ X; (IV (v)). Sa to zbiory kolorow,

ktore wystepuja na sasiedztwie v w tylko jednym z kolorowari.

Wezmy dowolna bijekcje f : [¢] — [c] taka, ze

f(Sx (v) €Sy (v) el [Sx (v)] < [Sy (v)]
Sx (v) 2 7 (Sy (v) jesli [Sx (v)] > [Sy (v)].

Intuicyjnie znaczy to, ze przypisujemy kolorom z Sx (v) kolory z Sy (v) az ktory§ zbior sie

skoniczy. Reszte parujemy dowolnie. Y; wykona krok z v, f (¢).

N N A, eD

N (v) ol v b Zauwazmy, ze mamy ZUEA
IN(v) N Dy, veA t

/

m' =3 cp, d (v), gdzie m’ jest liczba krawedzi miedzy wierzchotkami D; a A;. Zachodzi

Oznaczmy dy = |Dy| i d' (v) = { d (v) =

1 c—2A+d (v 1
P(dt+1=dt—1|dt>0)zﬁv€ZD - (>:5((c—2A)dt+m’)

1 max (|Sx (v)|,|Sy (v 1 m

Pl =di+11d>0)< 25 S L 18y D) =T
bo w pierwszym przypadku musimy wybra¢ wierzchotek, na ktéorym kolorowania si¢ nie zga-
dzaja a potem wybraé¢ kolor, ktéry pasuje do obu kolorowar — od wszystkich koloréw odejmu-
jemy maksymalng liczbe sasiadow v (razy dwa, bo moga mieé¢ rézne kolory w réznych koloro-

waniach) i bierzemy poprawke na kolory, ktére wystepuja w obu kolorowaniach (zliczylismy je

160



MPI 161

podwojnie). W drugim przypadku bierzemy wierzchotek, na ktérym kolorowania sie zgadzaja
i kolor, ktory nie pasuje do doktadnie jednego kolorowania. W naszym sprzeganiu powigzali-
$my ze soba te kolory, wiec mozna je ograniczy¢ przez wieksza z wartosci |Sx (v)], Sy (v)].

Oczywiscie jest E [dy11 | dy = 0] = 0, a wiec pozostaje nam przeliczy¢

1 ! —2A
E[dtﬂ|dt]gdt——((c—ZA)dt+m’)+ﬁ:dt(1—C )
cn cn cn

Zatem mamy

E[di1] = E[E[di1 | di]] < E[d)] (1 - C—M) < dy (1 - 2A)t“ “n (1 K m)tﬂ

cn cn cn
czyli
—2A\" .
P(dtzl)S]E[dt]Sn(l—c ) < net CZA,
cn
codlat>In(4n) - G5 daje Tix <t (korzystamy w tym momencie z ¢ > 2A). O
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Rozdzial 13

Metoda Monte Carlo

13.1 Definicje

Definicja 13.1.1. Zmienna losowa X (randomizowany algorytm) daje (e, d)-aproksymacje
wartosci V', jesli

P(X-V|<eV)>1-6

Liczba 7 jest niewymierna, ale mozemy ja przybliza¢. Losujemy punkt (X,Y) w kwadracie o
boku 2. Niech Z bedzie indykatorem zdarzenia, ze wylosowany punkt lezy w kole wpisanym
w ten kwadrat. Mamy P (Z = 1) = 7. Powtarzamy taki eksperyment m razy i definiujemy
W = 3" Z. Teraz E[W] = 2% a wigc W = LI jest naturalnym oszacowaniem . Z
nieréwnosci Czernowa dostajemy

2

P(W' —x| >em)=P (‘W — %7?‘ > 5%#) < 2e7™ 3

12111(%)
me2

a wiec dla m > W’ jest (g, d)-aproksymacja 7.

Definicja 13.1.2. Majac dany problem obliczeniowy = — R (x) méwimy, ze mamy w pelni
wielomianowy randomizowany schemat aproksymacji (FPRAS — fully polynomial randomi-
zed approximation scheme), jesli dla wejscia = i parametréow e,0 umiemy generowaé (e, d)-

aproksymacje R (z) w czasie wielomianowym od z, %,1n ().

Mamy problem x — R (z) i chcemy znalezé¢ jego FPRAS. W tym celu projektujemy zmienna
losowa X o E[X]| = R (z), powtarzamy ja tak duzo razy, az ograniczenie Czernowa da nam

odpowiedniag aproksymacje.
In(2
Zaktadajac, ze X jest indykatorem, chcemy iterowa¢ zmienng m > % razy. Ta liczba jest

wielomianowa od % iln (%), ale % niekoniecznie jest wielomianowe od x. Jesli jednak jest, to

znalezliémy dobra aproksymacje.

Definicja 13.1.3. Zmienna losowa X (randomizowany algorytm) na skoriczonej przestrzeni €2
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daje e-jednostajna probke €2, jesli dla kazdego S C € jest

P(XES)—% <e.

Innymi stowy: dla rozktadu jednostajnego U i Px bedacego rozkladem X jest ||Px — Ul < €.

Definicja 13.1.4. Majac dany problem obliczeniowy = — Q(z) (gdzie Q2 (z) to zbior roz-
wiazan) mowimy, ze mamy w pelni wielomianowy prawie jednostajny schemat prébkowania
(FPAUS - fully polynomial almost uniform sampler), jesli dla wejscia x i parametru € umiemy

generowaé e-jednostajna probke ) (z) w czasie wielomianowym od x,In (%)

13.2 Przyktady

13.2.1 DNF

Definicja 13.2.1. Dysjunktywna posta¢ normalna (DNF — disjunctive normal form) formuty

boolowskiej to postaé, ktora jest alternatywa klauzul sktadajacych sie z koniunkcji literatow,

np.
(k1 AT AN o) V (TT Axg) V (TT ATy Axy A ).

Latwo jest sprawdzi¢, czy taka formuta jest spetnialna — wystarczy, ze jaka$ formuta nie zawiera

wyrazenia postaci z A 7.

Chcemy znalezé FPRAS dla problemu zliczenia wartosciowan speliajacych formute logiczna F

C(F)
27L

do sprawy naiwnie: losujemy jednostajnie wartosciowanie i oznaczamy przez X indykator tego,
3In(2)
R(F)e?
dostaniemy (¢, §)-aproksymacje. Wartosé ﬁF) = % jest wielomianowa od n dla C'(F) =

o n zmiennych. Oznaczmy te wartosé¢ przez C (F) i zdefiniujmy R (F) = . Mozemy podejsé

czy spelia ono F. Mamy E[X] = R(F) i po powtoérzeniu eksperymentu m > razy

n P . . . . . . «, . . .
—2°__ale dla mniejszych juz niekoniecznie. Zatem przedstawione podejscie nie zawsze daje
poly(n)’

nam FPRAS.
Twierdzenie 13.2.1. Majac zadang formute w postaci DNF FF = C;vVCyV...VCron
zmiennych mozemy wyznaczy¢ liczbe wartosciowan ja speliajacych C (F) za pomoca naste-
pujacego algorytmu: pozbywamy sie klauzul zawierajacych wyrazenia postaci x A T i definiu-
jemy SC; jako zbior wartosciowan spelniajacych C;. Do tego S = {(i,a):i € [t],a € SC;},
RC; = SC; \UZ} SCj, R={(i,a) : i € [t],a € RC}}.

|SCi]

Wybieramy ¢ € [t| z prawdopodobienstwem B nastepnie wybieramy jednostajnie warto-
$ciowanie a € SC;. Niech X bedzie indykatorem tego, czy a € RC;. Mamy E [X]| = % i taki

algorytm daje nam FPRAS.

Dowdd. Zauwazmy, ze pozbycie sie klauzul zawierajacych £ AT mozna wykonaé liniowym przej-
Sciem po klauzulach. Jesli C; ma ¢; literalow (czyli ¢; zmiennych), to spehia ja dokladnie

2"t wartogciowan (ustalamy zmienne w klauzuli, reszta dowolnie). Mamy |S| = >'_, |SC;| =
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Zle 2n=4 3 wiec te liczbe da sie tatwo wyznaczyé. RC; jest zbiorem wartoéciowari, ktore spel-

niaja C;, ale nie spetniaja zadnej poprzedniej klauzuli. Jasne, ze C (F') = |R| (kazde wartoscio-
wanie liczymy raz). Nasz algorytm wlasciwie losuje pare (i,a) € S isprawdza, czy (i,a) € R. Co

wiecej, robi to jednostajnie: najpierw Wybieramy 1 z prawdopodobienistwem l”igl” a nastepnie

a z prawdopodobienstwem ~ razem g | Zauwazmy, ze wylosowanie a da sie zrobié¢ tatwo —

ISC 1SCil
losujemy jednostajnie wartosci literatéw nie ustalonych przez C;. Dla R (F) = C|(Sfr) ||§||

3In(2)

R(F)e?
< t, bo kazde wartosciowanie z R wystepuje w S co najwyzej t razy. Zatem

mary

E[X] = R(F). Aby dosta¢ (e, §)-aproksymacje musimy powtorzy¢ losowanie razy. Mamy
1

_ I8l 1
R(F) — |R| R(F)

jest wielomianowe od F' i faktycznie mamy FPRAS. ]

13.2.2 FPRAS z FPAUS

Twierdzenie 13.2.2. Niech 2 (G) oznacza rodzine zbioréw niezaleznych w grafie G. Zaklada-
jac, ze mamy dla niej FPAUS, istnieje FPRAS jej rozmiaru.

Dowdd. Bedziemy chcieli znalezé (g, 6)-aproksymacje |2 (G)|. Ustalamy porzadek ey, ..., e na
krawedziach G i oznaczamy G; = (V (G),{e1,...,e:}). G nie ma krawqdzi a wiee | (Gy)| =

2" gdzie n = |V (G)|. Do tego Gy = G. Niech r; = %, g =5,0=
Zauwazmy, ze mamy |Q (G)| = |f|ZQGC;jk)1| e }ggg;;l |Q2(Go)| =7k ... r1- 2" Bedziemy chcieli

znalez¢ s; bedace (€', 8')-aproksymacja r;. Niech W = si-...-s1-2". Majac P (|s; — ri| > €'ry) <
0" dostajemy

k k
P (U{|51 — 1 > £’ri}> < ZP(LSZ- — il >éer) <k-8 =9
i=1

Teraz mozemy przeliczy¢

P(\W—|Q(G)HSIQ(G)]es):P(l—eS m?é)’ Sl—l—e) :P<1—5§H4§1+5> >

k k

S.

P 1—d <2 <144 =P si—ril <er} | >1-0,
(ﬂ{ S Ml —rl <} ) =
gdzie pierwsza nieréwnos¢ jest konsekwencja ciggu nieréwnosci

k
k
1—e§<1——> Hﬂ§<1+ )§1+e.
rl

i=1

.

Pierwsza z tych nieréwnosci wynika z nieréwnosci Bernoulliego (1 — i) > 1— 5, a ostatnia
to szacowanie (1+ )" = Yr0(0)(£) < Yiok'sm < 1+ > 5 < 1+e, gdzie w

przedostatnim kroku zalozylismy ¢ < 1.

_ lo#
\Q(H’)I

Z tego wynika, ze jesli znajdziemy FPRAS dla wartosci R = , gdzie H = H'+e dla pewnej
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krawedzi e, to uzyskamy nasza teze. Wykorzystamy do tego FPAUS. Bierzemy %—jednostajnie
zbior I € Q2 (H') i ustalamy indykator X = [/ € Q2 (H)]. Powtarzamy taki eksperyment m razy:
Y =15 X, Niech p =E[Y].

Zauwazmy, ze mamy R > 3 — kazdy zbior niezalezny w Q (H') \ Q (H) mozna jednoznacznie
przypisa¢ do zbioru w € (H) odejmujac od niego v bedace ustalonym koricem e. Zatem w
Q(H') jest co najwyzej dwa razy wiecej zbiorow. Z okreslenia naszego probkowania mamy
lu—R|=|P(I €Q(H))—R| < 5.7 tego mamy p > 1, bo mozna zalozyé &’ < 1. Do tego

2¢’ e’ i e’ 2¢’
- <1-—<B<c1y=—<14+4=
3 = 3R T R~ * 3R — + 3
n(2 n(2 . L . / /
Biorac m > 925;2) > 31(5(/5)2) dostajemy z nieréwnosci Czernowa P (1 — % < % <1+ %) >
T %

1 —0". W polaczeniu z poprzednim daje nam to

g 2¢’ Y u e 2¢’ ,
Pli-S)(1-Z)<Z Ec(1+8) (142 ) ) >1-¢"
((=5)(-%)=5m=(5) (%)) =1

Rozpisujac lewa strone nieréwnosci dostajemy

i podobnie dla prawej strony. Mamy zatem
/ Y / !
P 1—€§E§1+5 21—(5,

czyli przedstawiony proces daje dobra aproksymacje R. Zauwazmy jeszcze, ze m jest wielomia-

nowe od wejscia, a wiec mamy FPRAS. O

13.2.3 FPAUS ze sprzegania

Twierdzenie 13.2.3. Rozwazmy graf G z A (G) < 4, w ktoérym do tego nie ma trojkatow (W
ksigzce Probability and Computing nie ma tego zatozenia. Jest ono jednak potrzebne w czesci

dowodu, w ktorej rozwazamy przypadki.). Niech 2 (G) bedzie rodzing zbioréw niezaleznych w
G. Istnieje FPAUS dla Q (G).

Dowaod. Mozemy zatozyé bez straty ogdlnosci, ze G jest spdjny — inaczej mozna probkowaé
z kazdej sktadowej osobno. Zdefiniujemy taricuch Markowa o stanach z Q (G) w nastepujacy
sposob: jego krok KP? (I) polega na wylosowaniu jednostajnie e = uv z E(G) (ustalamy jakis

porzadek na wierzchotkach, zeby moéc mowié o pierwszy i drugim wierzchotku krawedzi) i
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p € {1,2,3}. Teraz mamy przypadki

p=1—=1=1\{u,v}
p=2—=1=TI\{u}U{v} .
p=3—=>I=T\{v}U{u}

Jesli I' € Q(G), to K? (I) = I', inaczej K? (I) = I. Tak zadany lancuch jest nieprzywiedlny
i nieokresowy — mozna usuwaé¢ odpowiednie wierzchotki az osiagnie sie zbior pusty, a potem
dodawac¢ odpowiednie wierzchotki i otrzymac¢ dowolny zbiér. Nieokresowos¢ wynika z tego, ze
mozna sta¢ w miejscu. Rozklad stacjonarny tego tancucha jest jednostajny, bo prawdopodo-

bienistwo przejscia I — J jest takie samo jak J — I.

Rozwazmy sprzeganie ((Xi,Y})),cy tancuchow takie, ze w kroku losujemy jednostajnie py, e
i ustalamy (Xy41,Yi1) = (KP* (X;), K (Y;)). Skracamy zapis K = KP*. Oznaczmy d; =
| X AY;|, gdzie A oznacza réznice symetryczna. Pokazemy, ze E [dy1q | di] < d;. Zwykle wyka-
zywaliSmy ostrg nieréwnos¢ i z niej wynikato ograniczenie na czas mieszania. Z nieostrej tez

wynika szybkie mieszanie si¢ taricucha, ale nie bedziemy tego pokazywac.

Jesli d; = 0, to dyy1 = 0. Rozwazmy teraz przypadek d; = 1 — mamy I,J € Q(G) takie, ze
J = 1TU{z} i chcemy pokazac, ze dla D = |K (I) AK (J)| zachodzi E[D] < 1. Niech e = uw.
Jesliu,v ¢ N (x), to D = 1, bo oba zbiory zachowaja sie tak samo podczas przejscia. Zalézmy,

ze u € N (z). Skorzystamy teraz z zalozen i rozpatrzymy przypadKki.
1. [N (u)NI| > 2. Tutaj zawsze D < 1, co sprawdzamy rozpatrujac wszystkie przypadki.

2. |N (u) N I| = 1. Patrzac na rysunek: jesli v € {ve,v3}, to D = 1, bo w obu zbiorach
zrobimy to samo (m.in. tu wazny jest brak trojkatow — v nie jest polaczone z x). Jesli
v=ux,topée€{l,2} - D =0 (usuwamy albo dodajemy x do obu) ap=3 — D =1, bo
ruch si¢ nie uda. Jesli v = vy, top € {1,2} - D =1, ale p =3 — D = 3, bo ruch nie

uda sie dla J, ale uda sie dla I. Widzimy, ze wartosé oczekiwana D w tej sytuacji to 1.

3. [IN(u)nI|=0.Jesliv=ux,toD=0.Jesliv=uv;dlav; € N(u)\{z}, tope {1,2} —
D=1,alep=3— D =2, bo u zostanie dodane do I. Mamy
1 A —1/2 1 A -1 4
©-1 (21 15) 001 4,

ElDleeturwll< T 0" —xi@ 31732 = a@
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=

Rysunek 13.1: Przypadek, gdy I ma w sobie jednego sasiada wu.

Pozostalo nam rozwazy¢ przypadek d; > 1. Zastosujemy metode path coupling — potaczymy
X, 2z Y, Sciezka”. Niech Xy \ Y, ={z1,..., 2.}, Vi \ Xi = {v1,...,ys}. Oznaczmy

Zo=X,Z1 =X \{x1},..., Z, = XiNY, Zr1 = (XiNY)U{wn}, .o, Zogs = Zag, = Y.
Mamy |Z; 1AZ;| =1, a wiec E[|K (Z;_1) AK (Z;)|] < 1. Korzystajac z nieréwnosci |A \ B| <
|A\ C| + |C\ B| dostajemy

[K (Z0) \ K (Za,)] <K (Z0) \ K (Z)] + [K (Z) \ K (Za)| < ... < Z [K(Zia) \ Zil,

a wiec
|K (Zo) AK (Za,)| = |K (Z0) \ K (Za,)| + | K (Z4,) \ K (Z0)]

d¢ d¢
< DK (Zi) \ K (Z)] + K (Z)\ K (Zio)| = 3 1K (Zi) AK (Z)]

i=1
To daje nam
d¢

disr = | Xen1 A | = | K (Z0) AK (Za,)| < ) |K (Z-1) AK (Z;) -
1=1

Ostatecznie
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